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0. INTRODUCTION
LA SOMME ARITHMETIQUE S,

Soit p la fonction de Mobius et z un (grand) nombre réel positif. Ce

travail, comme déja [DIT], a pour objet I’étude du moment d’ordre r,
Sp(w) = lim y=" > M(n,2)",
n<y
de la fonction arithmétique
Minz)i= 3 ld)
dln,d<z
(qui est bien str nulle dés que z > n > 1). Ce moment peut s’écrire sous la
forme
p(na) - - - p(ny)
Sp(z)= ) : (1)
n;<w [nla . 7n7“]
Jj=1,...,r

Le propos de F. Dress, H. Iwaniec et G. Tenenbaum [DIT] est d’établir
la convergence de So(x) vers une limite strictement positive, pour laquelle
ils donnent en outre trois expressions explicites. Y. Motohashi [M1, M2]
montre que S3(z) = o(1) et que, pour des constantes c¢;, on a Sy(z) =
colog?x + c1logx + ¢o + o(1), puis propose au lecteur de considérer le cas
général.

C’est ce que nous faisons dans ce travail.

Nous notons génériquement d(x) toute fonction

5c(x) = exp(—C(log )*/*(log log ) ~/7),

ou C est une constante réelle positive. (Nous pouvons ainsi écrire par exem-
ple §(z)? = §(z) et, quelle que soit C, §(z) exp(C(logz)*°) < §(z).)

THEOREME 1. (i) Pour chaque entier positif r il existe un polynéme P,
tel que
Sr(z) — Pr(logz) < 6(z) (x — o0).
(ii) Si de plus r est impair le polynéme P, est identiquement nul, i.e.
Sp(x) € d(x)  (x— 0).
REMARQUE 1. Pour r =1 le (ii) du théoréme est une forme équivalente
bien connue du théoréme des nombres premiers.
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La démonstration complete est longue, et nous la présentons en deux par-
ties. Dans la premiere partie nous transformons, a un terme d’erreur pres,
une somme arithmétique multiple d’une fonction f(ni,...,n,) multiplica-
tive en une intégrale multiple tronquée, obtenant ainsi ce qu’il est naturel
d’appeler une “formule de Perron effective en r variables”. Dans ce but nous
nous appuyons sur le livre de G. Tenenbaum [T], qui traite du cas r = 1.
Nous montrons alors que cette formule générale est applicable a la somme
arithmétique multiple S, (z), I'erreur commise n’étant pas plus grande qu’un
d(z) : voir le Théoreme 2 au 1.6.5.

Dans la deuxiéme partie nous évaluons l'intégrale multiple tronquée ainsi
obtenue, ce qui livre finalement le théoréme.

REMARQUE 2. Dans un travail récent, R. de la Breteche [B] développe
une méthode assez générale permettant de traiter des sommes multiples
tres similaires a Si(x). Ses résultats ne s’appliquent cependant pas a Si(x)
si 'on n’assume pas que la fonction génératrice associée a f(ni,...,n,) =
p(ny) -« p(ny)/[n1, ..., ny] satisfait une certaine hypothése non démontrée,
équivalente a ’hypothese de Riemann, ou & une hypothese légerement plus
faible concernant les zéros de la fonction ¢ de Riemann. On peut obtenir le
résultat suivant avec [B], apres s’étre assuré que I’hypothese (i) du Théo-
reme 2 de ce travail est bien satisfaite.

THEOREME 1HR. Si I’hypothése de Riemann est satisfaite, il existe des
polynomes P, et des nombres positifs ¥, (r > 1) satisfaisant :

(i) Pour chaque entier positif r on a
Sy(z) — Pr(logz) < 277" (z — o0).
(ii) Si de plus r est impair le polynome P, est identiquement nul, i.e.

Sp(z) <z™%  (z— 00).

1. PREMIERE PARTIE
UNE FORMULE DE PERRON EFFECTIVE EN r» VARIABLES
1.1. Notations et remarques préliminaires

e On pose
0 si0<y <1,

h(y) =4 1/2 siy=1,
1 siy > 1.
Pour y >0et 0 >0,0n ah(y)+h(l/y) =1et h(y) <y°.
e L’apostrophe dans
/
Z f(ni,...,n.)

n1<T1,.,Np STy
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indique une somme normalisée, c’est-a-dire valant

3 f(nl,...,m)h(2>...h<z>_

N1STLyee, N STy

e Pour y > 0, on pose y* = max(1,y). On a donc

1 T dt
Yy
e Pour y, k, T positifs, posons
K+iT ds
A T):=— 5 — — h(y).
(.. T) = o S v — = h(y)
k—iT
e Posons, pour x1, k1, 11, X2, Ko, 1o, ..., Xy, Ky, T} tous positifs,
A(xlu K1, 115025 Ty Ko, Tr)
1 Kr+iTr k14411 dSl . dS
fp—iTy  k1—iT) Lo

e Si Xi,..., X, sont des indéterminées, on définit pour F C {1,...,r}

les produits
1€ER
Les polynomes symétriques élémentaires o, 1 < k < r, sont alors définis
par
O'k(Xl,...,XT) = Z UE,

ou |E| désigne le nombre d’éléments de E.
e On pose

P(X1,.. 0, X)) = (14 X)) (14 X,) = 1= op(X1,..., X,),

k=1
*
PT‘ (Xla" '7XT) = PT(_Xla"')_XT)‘
e Si 51, ..., 8, sont des nombres complexes, on pose, pour £ C {1,...,r},
SE = E S;.
i€l
On pose aussi
g; = §RS¢, ti = %Si.
e Le plus grand diviseur commun aux nombres entiers positifs ni,...,n,

sera noté (nq, ..., n,) ; leur plus petit multiple commun sera noté [ni, ..., n,|.
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1.2. Le semi-groupe multiplicatif N*", » > 2. Soit r un nombre
entier supérieur ou égal a 2. On munit I’ensemble N*" des r-uples de nombres
entiers positifs d’'une structure de semi-groupe multiplicatif en définissant le
produit coordonnée par coordonnée :

(nl) s 7nr)’(m17 SRR mr) = (nlml) s 7nT‘mT)'
L’élément neutre est (1,...,1). On a les notions usuelles de divisibilité
et d’irréductibilité. Les éléments irréductibles sont les (ni,...,n,) ou tous

les n; valent 1 sauf 'un d’entre eux, qui est un nombre premier. Ils se
groupent donc par paquets de r, correspondants a chaque nombre pre-
mier. Les éléments analogues aux puissances de nombres premiers sont les
(p*,...,p%), ol p est premier et les a; entiers naturels. Tout élément de

N*" a une décomposition unique en produit d’éléments de ce type :

(nla R 7n'r') = H(pvp(nl)a < ’pvp(nr)),
P
ou v, désigne la valuation p-adique.

1.3. Fonctions arithmétiques de r variables. Une fonction arith-
métique de r variables est une application f : N*” — C. Une telle fonction
est dite multiplicative si f(1,...,1) =1 et

flnany,...;nenl) = f(na,...,ne) f(nf,...,nl)
a chaque fois que nj - - -n, et nj ---n. sont premiers entre eux. (On prendra
garde au fait que si I’égalité (nj - --n,,n} ---n.) =1 entraine bien que les -
uples (n1,...,n,) et (n},...,n.) ont comme seul diviseur commun (1,...,1),

la réciproque est fausse.) Cette derniere condition équivaut a ’égalité
f(pflll,l . .p;’él,lj o 7p(11r,1 . _plar,l) — f(ptl)t1,17 o 7pt)cr,1) . f(ploq,l7 o ,p?r,l)

pour tous nombres premiers deux a deux distincts p1, ..., p; et tous nombres
entiers o j, 1 <4 <r, 1 < j <[, positifs ou nuls.

Deux exemples importants de fonctions multiplicatives sont fournis par
le plus grand commun diviseur (ny,...,n,) — (ny,...,n,) et le plus petit
commun multiple (ni,...,n,) — [n1,..., 0.

On a un théoreme du produit eulérien en r variables.

PROPOSITION 1. Si f : N*" — [0, +o00[ est multiplicative, la série et le
produit infini
Yo fm) e T > f@h )
N1,y Ny p j120,...,jr2>0
convergent ou divergent simultanément, et ont la méme valeur.

On peut aussi exprimer sous forme d’un produit la somme obtenue en
fixant les valeurs de certaines variables.
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PROPOSITION 2. Soit k € N* tel que 1 < k < r et ai,...,ar € N*. 5i
[N — [0, +o0[ est multiplicative, la série et le produit infini

Z f(ala"'uak7nk+17"')nr)

MNg415e-5Mr
et
H Z f(p/vp(al)""7pvp(a/k)7pjk+17""p]r)
p ijrlZOv"':szO

convergent ou divergent simultanément, et ont la méme valeur.

Pour plus d’informations concernant cette théorie, le lecteur consultera
avec profit l'article [D].

1.4. Séries de Dirichlet en r variables. Si f : N* — C est une
fonction arithmétique, on lui associe une série de Dirichlet

Flsi,oooy) = > M 2)

S
ny Ny
N1 yeeeyNp

On suppose dans toute la suite que si,...,s, sont des variables com-
plexes, et on note o; = Rs; pour 1 < i < r. Observons que les inégalités
07’; > g; pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < r et la convergence de

= [f(n1,- o mp)]
F(Ul,...,O'T) = Z W (3)
N1y Nr 1 "
entrainent celle de F(o},...,0). Cela permet de définir la notion de r-
uple d’abscisses de convergence absolue de F(sy,...,s,) : c’est un r-uple
(01,...,0) tel que F(o},...,0)) converge si o} > o; pour tout i tel que

1 < <r, et diverge si ag < o, pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < r. Un tel r-uple
n’est pas nécessairement unique.

1.5. Formules de Perron en r variables. Nous utiliserons les majo-
rations données dans le chapitre I11.2, Formules de sommation, de [T]. On a
notamment le lemme suivant.

PROPOSITION 3. On a uniformément

Ay, &, T)| < y*/(xT[logyl)".
Pour r variables, on en déduit le résultat suivant.
PROPOSITION 4. On a uniformément
|A(x1, k1, Th; - Ty By Ty

1 1
<zt P .
=T '“<<wT1uog:clr>* <vrTruong\>*)
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Preuve. Nous avons
Ke+iT) k14111

1 dsi---ds !
(27-”')7‘ S S x‘ilxirsisr = H(h(];j)—i—ﬂ(l‘j,ﬁj,Tj)),
kr—iTr  K1—4TY 1 o=l
donc

|A<$17 thTl; <oy Ty K:T7TT>‘

= |T1 (hlay) + Ay, 5. 1) = han) -+ hia)

j=1
=| X IIre)I]Aw.#.1)
ch];.q.).,r} iéJ jedJ

IN

ST T =5 /(o )

JA{L,...,r} §&J jeJ
J#£D

=it Y [[1/GTog ),
JC{l,..r} jeJ
JA£D

d’ot le résultat. m
Par sommation, on déduit de la Proposition 4 la suivante.

PROPOSITION 5 (Premieére formule de Perron effective). Soit f : N*" —

C une fonction arithmétique de r variables et (oq,,...,04,) un r-uple d’abs-
cisses de convergence absolue de la série de Dirichlet associée F(s1,...,S;).
On a, pour xy > 1, ..., &, > 1, k1 > max(0,04,), ..., Ky > max(0,0,, ),
"n>1,...,T.>1,

‘ Z/ fni,...,n.)

n1<T1,0,Np STy

Kr+iTr K1+iT1
S S F(s1,...,8 )z}t -+ xpr

Kpr—1Ty rk1—1T1

Ky Z ’f(nlv"'vnT)‘

r

n)fl .o n?’"

dsy---ds,
Slannsr

(2mi)"

n1>1,...n.>1

X PT< L R, L )
(wT1|log(z1/n1))* (7T flog(ar /1y )])*
Donnons-nous un corollaire spécifique, qui sera utile plus loin, au cas
d’une fonction f symétrique, c’est-a-dire telle que f(ni,...,n,) = f(na1,
ceyMgr) pour np > 1, ..., n, > 1let o € 6, (ou &, désigne le groupe
des permutations de r objets). Nous supposons de plus que les bornes
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d’intégration s ; +47; sont de la forme N;jx £ iM;T, avec 1 = Ny <--- < N,

Posons au préalable pour 1 < k <7,

EE: ’f(nlw"’nr”(nl"~nm)_a

o T) := .
(o T) miny_y_, (Tlog(e/m))] + 1)

niye.sNp

PROPOSITION 6 (Deuxieme formule de Perron effective). Soit f : N*"

— C une fonction arithmétique symétrique de r variables et (oq,...,04) un
r-uple diagonal d’abscisses de convergence absolue de la série de Dirichlet
associée F(s1,...,8:). On a, pour x > 2, T > 2 0 < 04,0 >0, Kk =04 —

o+6/logz, 1=N; < < Nj,1=M; < <M, et Ng:=Ni+---+ Ny,

Nik+iMy T
2: f nh"-v ) o 1 S
(2mi)"

n]<x Nik—iMT

Nys+iM,T dw dw

10
S F(s+wy,...,s+w, )zt twr " wr
Nyk—iM, T ! r

< xNO(Uafa)F?(O'a =+ 5/10g377x7T)

Preuve. On applique la premiere formule de Perron effective a la fonction
gni,...,ny) = f(ni,...,ny)/(n1---n,)°. La série de Dirichlet associée est
G(wi,y...,wy) = F(s+wi,...,s+wy); (04—0,...,04—0) en est un r-uple
d’abscisses de convergence absolue. Pour x > 2, T > 2, 0 < g4, 6 > 0 et
Kk =04, — 0 + 0/logz, le module & majorer est donc

< gNox 30 | f(n1, )l ( 1 1 >
- nf1’+N1“...n,‘?+NT”” " (7TM1T|logni1|)*’ ’(ﬂ'MTT|log7f—r|)*

N1, sNp
o 3 Ui S )
2 () MZ s 2 o )
o Now |f(na, .. ne)| 1
>y e R i T o o
)J+n

__xAhn |f ny,...,N TN/(nl"'nT )
> Z.Z ) (e Tflog )

k=1 1<i1 << <rmni,.. ﬂT“Og

Comme f est symétrique, la somme intérieure est indépendante de (i1, ..., i)
et le majorant obtenu est donc
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Nok " ‘f(nh'"?n?“)‘/(nl"'nr)g+”
) Z (k) Z (rTlog(z/n1)])* - - - (xTlog(z/ny.)|)*

k=1 N1y Np

< !TNO("“*U)FT@(Ua + 5/]og T, T, T). = (4)

1.6. Application a la somme S,
1.6.1. Définition. On pose
nl e n
F(n,...,ny) = w

1, ]
La fonction f est donc symétrique et multiplicative. On a, pour (j1,...,Jr) €
N" et p premier,
1 siji=---=7, =0,
f(pjlw"apjr) = (_1)j1+...+jT/p si maX(jl""?jT’) = 17
0 si max(ji,...,jr) > 2.
1.6.2. Abscisses de convergence absolue. On en déduit, pour si,..., S,

complexes et p premier,

. L
> (pj(l)51.. = +Z op(—=p, ..., —p77)

]r
7120,0jr >0 (p

N N
p

et
f .o —~1 _
DRI, T
7120,..jr20 =1 P
1
=1+ -P(p™,...,p*").
p
Pour 1 > 0,...,2, > 0, on a P.(x1,...,2,) > 21 + - + z,. Par
conséquent, si o; < 0 pour au moins un i € {1,...,7}, on a pour, tout p,
o0z BT B b
donc la série F(oy, ..., 0,) définie par (3) diverge, d’aprés la Proposition 1.
D’autre part, toujours pour z; > 0,...,z, > 0, et en posant z =
max(z1,...,Z;), on a

P(zy,....,xp)=14z) - (1+4+z)—1<(14+2) -1<2",
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pourvu que x < 1. Par conséquent,

Z |f(p]177ph>‘ < 2"

1 < (pjl)a'l e (pjr)a'r - 1 + p1+0"

J120,...,5r20

ol ¢ = min(oy,...,0,). Cela prouve que la série Fv(m, ...,0p) converge si
tous les o; sont positifs. Ainsi (0,...,0) est un r-uple d’abscisses de conver-
gence absolue de la série F'(sq,...,s,) définie par (2).

1.6.3. Les fractions rationnelles Q. (X1, ..., X T) et Qr (X1, ..., X, T).
Nous définissons les fractions rationnelles Q,(X1,..., X;;T) et Q- (X1,...,
X,;T) par les relations

14+TP(Xy,..., X)) =14+T(1+X1)---(1+ X,)— 1)
_. Qr(X1,..., X T)
g1 —TIIE) "

ou E décrit 'ensemble des parties non vides de {1,...,7}, et
1+ TP (X1,.... X)) =1+T((1 - X1) - (1—X,) — 1)
H\I|impair(1 - THI)

= Q(Xla"'vX;T)a
H|P|pair,P7$@(1 _THP) " '

ou [ et P sont restreints aux éléments de I’ensemble des parties de {1,...,7}.

Comme @, — 1 et @ — 1 sont chacun sans terme constant, les séries
formelles log Q. et log Q- sont toutes deux bien définies.

PROPOSITION 7. On a
mn
log Q, = Z A, e
n>2
ol
Ay = (D" P(Xy, .., X)) = P(XT, ..., X)) (donc Ay = 0).
PROPOSITION 8. On a
mn
logQr =) An—,
n>2
ol

Ap = (—1)"'PH(Xy, ..., X)) = PAHXT,..., X)) (donc A; = 0).

Les preuves des Propositions 7 et 8 sont trées similaires ; nous nous con-
tentons de démontrer cette derniere.
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Preuve de la Proposition 8. On a

log@Qr =log(1+TP)+ Y log(1—TIHp)— >  log(l—TI)

| P| pair, P#0 |I| impair
Tn
SS(erer- Y me Yo
n>1 | P| pair, P#£0 |I| impair

Le résultat en découle, puisque
> mp- ) HOp=PFiXP,..., X)) .
| P| pair, P#£0 |T| impair
Donnons maintenant des majorations de valeurs prises par Q, et Q.
PROPOSITION 9. Soit x1,...,z.,t des nombres complezes, et x et u des
nombres réels positifs tels que |t| < u et |x;| < x pour 1 <i<r.
(A) Ona
.
Qv (a1, 23 )] < (1—utu(l+a)) ] (1 +uat) ().
i=1
(B) Si (1+x)"<1+1/u, ona
(1+2)" —1)%u?
1+u—u(l+z)"
ProrosiTION 10. Soit x1,...,x,,t des nombres complexes, et x et u des
nombres réels positifs tels que |t| < u et |x;| < x pour 1 <i<r.

(A) Siz>1etux" <1, ona

llog Qr(x1,...,zm51)] <

[To<oic, (1 + WU%)(Z")

Qr(z1, . e t)| < (1—utu(l+x)") —1y(o,7 )
H0<2j—1§r(1 — ux2I—)\2-1

(B) Si (1+x)"<1+1/u, ona
(1+2)" —1)%u?
1+u—u(l+z)r

Les preuves des Propositions 9 et 10 sont tres similaires; nous nous
contentons de démontrer cette derniere.

log Qr (21, .., 23 t)| <

Preuve de la Proposition 10. La premiere inégalité résulte de la définition

de Q..

Pour la deuxiéme, on majore d’abord |4, (z1,...,z,)| :
|Ap (21, x)| = (=) P (21, . 2e)™ — PR, 2l
< Po(z,...,x)" + P.(z",...,2")
=((1+z2)" —-1)"+(1+z2")" —1.
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Or (1+2™" —1 < ((14+x)" —1)", car ce sont deux polynoémes en x a
coefficients positifs ou nuls; le coefficient de degré jn du premier est (;),

alors que celui du second est au moins (;.)n, 1 <75 <7r.On adonc

|Ap(z1,. . 2)| <2((1+2)" —1)",
ce qui donne
(14 2)" —1)%u?
1—u((l4+x)—1)

u?"L
log Qr(z1, ..., 2 t)| <2 l42) —1)"—<
log Qu(an, .,z t) <23 ((14+2) = 1" &

n>2

pourvu que u((l1+z)" —1) < 1. m

1.6.4. Les séries de Dirichlet f(sl, ooy Sp) et F(s1,...,8)

ProrosiTiON 11. Pour o1 > 0,...,0, >0, on a
F(s1,...,s,) = [[ <0+ SB) - G(s1,.... ),
E£0
ot

G(st, ) =[] Q... .p7 507 ).
p

Pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < 1/2, la fonction G(s1,...,s,) se prolonge holo-
morphiquement au produit des demi-plans o; > —c/r et y vérifie

Gls1,-v50)] < (2 — 20272
ProposiTIiON 12. Pour oy >0,...,0. >0, on a
F(s1,...,8) = [P0, 1P| pair < ) Mo

H\I| impair C(l + S])

H(sy,...os) =[] @™, ....p*sp7h).
p

Pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < 1/2, la fonction H(s1,...,s,) se prolonge
holomorphiquement au produit des demi-plans o; > —c/r et y vérifie

227‘+2 727‘—0—1 +27‘— 1

|H(s1,...,8)] <¢(2—2¢)

Les preuves des Propositions 11 et 12 sont tres similaires; nous nous
contentons de démontrer cette derniere.

Preuve de la Proposition 12. D’apres le Paragraphe 1.6.2, on a pour
o1>0,...,0. >0,
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F(s1,...,8,)= H<1+;P*( s ..,p_sr))

p
H\I| impair(1 - pilpisy)
HP;&(Z), |P| pair(1 - pilpisp)

=[]e-@ ™, ..o ")
p

HP#(D, | P| pair <(1 + SP)

= . Slyeeny 87-).
H|I| impair C(l + SI)
Chaque facteur eulérien Q,(p~*',...,p~*";p~!) est une fonction entiere de
(s1,...,8). Pour montrer le prolongement holomorphe de Hp Qr(p~*, ...,

p~*7;p~1) au produit des demi-plans o; > —c/r, il suffit de montrer que
dans ce domaine on a

Qr(p™ - p ™ sp ™) = 1] < wy,
avec ) up < +00.
Nous Sl/lppOSOIlS donc maintenant que o; > —¢/r pour i = 1,...,r, d’ou
lp~% <p“" pouri=1,...,7. On a

1 1
-((1 +pC/T)T 1 <2pl < 2 des que p > K = 20rt1)/(1=0),
p

Pour p > K, le (B) de la Proposition 10 nous donne
22rp2¢: 227’—1—1
log Q,(p~°',...,p ";p V)| < = = S—-.
T % . p2 p2 2c
Comme 2 — 2¢ > 1, cela démontre le prolongement holomorphe.
Pour p < K, nous utilisons le (A) de la Proposition 10 :

Qr(p™ . p ™ p7 )

< 1——+

pc/r)f“> [pnic, (1 +p~ 42/ )
[Tocojm1<,(1 — P_H(Qj_l)c/r)(?jil)

<

CEe) )
() )
g
(-

227"+1 27’4—1 2r—1 1 —2r=1
L+ 2 2c> <1 + p22c) (1 B p22c>
22r+2 27‘+1 1 727“71
T L= )

<

ou 'on a utilisé que
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1 2r+1
p< K = R < TS
On obtient donc
1 22r+2_2'r+1 1 _27‘71 22’!‘+1
|H(81,...7Sr)|§ H<1+]92—20> <1_p2_2c> Hexpﬁ
p<K p>K
1 22r+272r+1+2r—1
S -
()

2r+2 _or+1 r—1
=((2-20)% T .
Dans la seconde partie de ce travail, nous aurons également besoin de la
précision suivante.

PRroPOSITION 13. Soit

Hsp,- HQ Lp ) =y H

nl ...nr'r

la fonction définie a la Proposition 12. Pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < 1/2, la
fonction

~ h nl, N %
Alsroennvse) = 3 Pl o)
n;>1
se prolonge holomorphiquement au produit des demi-plans o; > —c/r.
Preuve. Les fonctions entitres Q(p~5!,...,p~*") de (s1,...,s,) définies

par H(s1,...,8,) =: Hp Q(p~°t,...,p~°") ne sont pas aisées a déterminer.
Cependant, en évaluant la taille (en valeur absolue) des coefficients de
p~Irs1TmIrSr ghtenus en développant le produit

Qr(p,...,psp )

1 1
=<1+ > s 2L pl+sf>

| P|#0 pair |I| impair
1 1 1
% H <1 B pl+5p> H (1 T pl+51 + p2+251 - ) (6)
| P|#0 pair || impair
Z h(p’t,. .. T )
N +tirsry
S0 p]181 Jrs

on établit, si 0 < ¢ < 1/2 et 0; > —c¢/r, la majoration

3 |h(p,....p7")| _q

pj151+"'+jr5r

1
R (7)

<

ji>0non tous nuls

d’out suit immédiatement la proposition. Soit j le plus grand des j;.
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(1) Si j = 1 alors nous nous intéressons au coefficient d’un certain
p~ ¥ TS pour un t avec 1 < t < r, calculé en développant le pro-
duit (6). Sit est pair, alors s,, +- -+ sp, = Sp, pour un certain Py # () avec
|Py| pair. Outre la contribution nulle 1/p — 1/p & ce coefficient ne faisant
intervenir qu’un seul terme non égal a 1 dans les différents facteurs de (6),
les éventuelles autres contributions, forcément en nombre fini, faisant inter-
venir au moins deux termes non égaux a 1 dans ces facteurs, sont de la forme
+1/p™ pour n = 2 ou 3. L’argument est tout a fait similaire si ¢ est impair.

Donc dans ce cas le coefficient cherché est, en valeur absolue, < p~2.

(2) Si j > 2 alors n’importe laquelle des contributions — qui sont en
nombre fini — au coefficient de p~7151=~Jrsr obtenues en développant le
produit (6) est de la forme 41/p?*™, pour des n > 0. Donc dans ce cas le
coefficient cherché est, en valeur absolue, < p~7.

Par symétrie nous pouvons nous contenter de considérer le cas ou j; >
- > j, afin d’estimer le terme & gauche de (7), qui est donc

1 1 1 1
< Z pm—i-zpﬁ Z pjr,lgr,l ijro'r“!‘jl

Ji<ji=1 J122 Jr—1<1 Jr<i1
1 1 1 1
< Z p—c+2 + Z p—cj1/r o Z p—cjr,l/r Z p—cj,«/r—i-jl
Ji<ji=1 J122 Jr—1<01 Jr<i1
1 1 1
< + > = <
2—c - 2(1—
D = pitl=c) = p2(l=c)
Ji<i
lorsque 0; > —c/ravec 0 <c<1/2(i=1,...,7r). »

1.6.5. Estimation de lerreur de troncature. Soit Sy(x) comme en (1),
et définissons E,(z) = 0 si x n’est pas entier, et

= Y [u(@)p(ng) - - - p(nr)| (8)

n; <z (2<j<r) [7 2 ) r]

si x est entier. Notons que

Sy~ Yy Hm sl p (9)

1, .., 0y

Posons

S1 S
ni,...,ngngt - ny

F(Sla'--,sr) — Z [ M(nl)u(nr) (10)
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et

k4+4iT No(k+iT)  Np(k+iT) ds ds
L dsy

S S S F(sl,._.’sr)wsl-‘r“'-‘rsr _ "
K—iT No(k—iT)  Ny(n—iT) 51 s
(11)

ot K = (logz)~!et 1 < Ny <--- < N,. Alors par les Propositions 6 et 12
(on nous posons s = o = 0, et oll nous avons remplacé les symboles w; par
iy @ =1,...,7) nous avons

Sp(x) — I < FY(k,2,T) + Ep(x), (12)

1

1= (27i)"

avec
(s o) = I p20, 1Py pair ¢(1 + SP) . o)
1y Sp) = . 1yee-sSp
, ’ H\I|impair <(1+SI) ’ ’ ’
pour une fonction H réguliere et bornée lorsque toutes les variables s; sa-
tisfont fs; > —c, ot ¢ = ¢(r) est une constante inférieure a 1/(2r) (par
exemple ¢ = 1/(2r+1) convient), et ot 'ordre de grandeur mesurant 1’erreur
de troncature satisfait

© — w(n1) - - p(nr)|
B2, T) Z 1., ng)(ng - np)fming—y . (T[log(z/n;)| + 1)
(13)
Nous posons logT = C(logz)*/°(loglog z) pour une constante posi-
tive C'. Les quantités N1 = My, ..., N, = M, sont des constantes positives
(satisfaisant les hypotheéses de la Proposition 6) qui seront définies dans la
deuxieme partie de ce travail, au Paragraphe 2.9.

N1y N

~1/5

Nous allons maintenant montrer que la fonction en (13) mesurant l’erreur
de troncature satisfait

FO(n,2,T) < 8(x), (14)
et que la fonction en (8) mesurant 'erreur en (9) satisfait
ET(SC) < $—1+O(1/10g10g:p). (15)
Les cing lemmes qui suivent seront utiles.

LEMME 1. St k > 1 est un entier, alors

Z d(n)* = z(A;(log x)zkfl + Ay (log x)2k*2 o Ay
n<lz

+ O($(2k—1)/(2k+2)+6)’

ou d(n) désigne la fonction “nombre de diviseurs” de Dirichlet, et ot les A;
sont des constantes réelles.
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Ramanujan [R] a énoncé cette formule en 1916, sous I’hypothese de Rie-
mann, avec la meilleure estimation de erreur O(z'/2+) ; B. M. Wilson [W]
I’a démontrée en 1923 (sans supposer I’hypothese de Riemann).

LEMME 2. Soit I, 7 l'ensemble des entiers n satisfaisant x/T < |n — x|
<x/2. Sik>1 est un entier, alors

Z d(n)" <<(loga:)2k

In — |

nel, o
Preuve. Nous définissons la quantité K par
1+1/T)5 <2< (1+1/T)K
et notons 8 := 1+ 1/T. L’autre partie de la somme s’estimant de fagon

e a1 s 1z d(n)*
similaire, nous nous contentons de considérer les termes ) JT<n—z<z/2 %

Ils sont
K—1

d(n)*

<Y >

=1 zBi<n<zBit!t
1< 1 Ko g "
k 2F—1
i=1 rBi<n<z[itl 1=1

ol pour la derniere majoration nous avons utilisé le Lemme 1. En remar-
quant que 5 — 1 > /T et que 3 < 1, nous voyons que cette derniére
somme est

<<Z loga; - <<(loga:)2k. .

LEMME 3. Soit I, lensemble des entiers n satisfaisant |n — x| < x/2.
Si k > 1 est un entier, alors

d(n)* x ok
2
n; T+ Tog(a/m)] < T 1087

Preuve. La somme & estimer est
PR d(n)¥ x ok &
< Z d(n)® 4+ T Z = ] <5 (log x) + (log:n) ,
In—z|<z/T nely v

ou l'on a fait appel aux Lemmes 1 et 2. =

LEMME 4. Soit a1 = q1---q, ot q1,...,q sont des nombres premiers
distincts. St r > 1 est un entier, alors

$ |u(n2) - - plnr) (ar, [, - .. 1))

2r=1-1
N2, ...,ne](n2 - np)F

< d(a1)" " (log z)

nz,...,Ny
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Preuve. Si 'on note g(aj,na,...,n,) le terme général & sommer, on
vérifie facilement que g est multiplicative. La Proposition 2 s’applique donc,
et la somme a évaluer peut s’écrire

11 Z ("), [P P ])

oS L (p2 e plr)n

: <z<>>n<z<>>
< H <1+;>T‘1pl;[1<1+2rp:;>
<d(a) (1 +8)P T < d(an)  log ),

ou p parcourt I’ensemble des nombres premiers, et ou dans la derniere esti-
mation on a utilisé la majoration ((1+ k) < 1/k. m

LEMME 5. Soit x = q1---q;, ot q1,...,q sont des nombres premiers
distincts. Si v > 1 est un entier, alors

Z |M(n2) . M(nr)Kx’ [nQ’ e 7nr]> < mo(l/loglogw).
no<z,...,n, < [nz, ey nr]

Preuve. La somme a estimer est

< Z l(ng) - - w(ng)|{(z, [ng,...,n.])

p|n;j=p<z [ng,...,n.]
MEC),ILEEC))

(L’égalité ci-dessus s’obtient de fagon similaire & 1’égalité (16), en notant
que cette derniere reste vraie, pour des produits restreints aux p < a1 = x,
lorsque x = 0.) La somme a estimer est donc

1 1 or—1_1
< 9(r—1w() H( ) < 9r=1)w(z) H (1 + ) ,

p<x p<z p

ot w(n) désigne le nombre de facteurs premiers distincts de n. L’estimation
voulue (et méme une estimation plus précise) est obtenue en rappelant
que, d’une part limsupw(z) = 1, out w(z) := w(z) loglog z/log x (puisque,
pour des a; > 1 et des nombres premiers p;, on a toujours w(pj” - - 'p?”)
< wpi-p) + O() < @([l<y r@ymp) + O1)), dautre part que
[[,<.(1+1/p) <logz. =
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Prewve de (14) et (15). Commencons par considérer Y (x,z,T). Nous
répartissons les termes de la somme (13) a estimer en deux sommes »
et ) o, la premiere comprenant tous les termes pour lesquels tous les n; sont
en dehors de I,. Par la Proposition 11 (avec ¢ = 1/4, par exemple) nous

avons
! lp(na) - - - p(ng)|
<L =
> Tm;nr 1, ...,ne](ng - r)“
1 .
< 790 B) [] ¢ +r) < = (1Og$) .

E#0
D’autre part, si I'on note que, par symétrie, Y o <> o1+ 4> 5, <> 91,
ou la somme 2271- comprend tous les termes de ), satisfaisant chacune des
deux conditions n; € I, et minj—y,__,(T|log(z/n;)| + 1) = T|log(z/n;)| + 1,
nous voyons que

>0 <o
< Z ’M nl)‘ )‘) Z |U(n2)"'M(nT)Knlv[n27"'7n7’]>‘

ny (1 + Tllog(x/m [n2,...,ne)(ng - ng )"

ni EI Ny

Par les Lemmes 4 puis 3 nous avons donc

> d(n)"" 1 2r—1
> E — (1
2 < i T|log(z/n)| <7 (log z) < o@),

(log =

ce qui termine la démonstration de (14).
Passons & la preuve de (15). Nous pouvons clairement supposer que x
est un entier sans facteur carré. Par le Lemme 5 nous avons donc
1 wlx)pu(ne) - wng)|{x, [n2, ..., n
YRIR 1CTICH LI O

[n2, ... ny]

ne<a,...,np <z
« - 1+0(1/loglogz)
Par (12) nous avons donc obtenu le résultat principal de cette premiere
partie.
THEOREME 2. Si S,(x) est définie par (1) et I par (11), nous avons
Sp(z) — I < ().

En conclusion & cette premiére partie nous rappelons également sous la
forme d’un théoréeme un résultat auxiliaire, qui est énoncé dans les Propo-
sitions 12 et 13 ci-dessus, et que nous utiliserons plus bas.

THEOREME 3. Nous avons
HP#@, | P| pair ¢(1+Sp) )

H\I| impair C(l + SI)
pour une fonction H = H, représentée par une série de Dirichlet, et pour

F(Sla"'757“):

S1y---y8r),
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laquelle H (définie en (5)) est régulicre lorsque toutes les variables s; satis-
font oy > —1/(2r), et bornée si elles satisfont o; > —c, ou ¢ = c(r) est une
constante inférieure a 1/(2r) (par exemple ¢ = 1/(2r + 1) convient).

2. DEUXIEME PARTIE
DEMONSTRATION DU THEOREME 1

2.1. Remerciements. Michel Balazard a été a 'origine de ce projet,
auquel il a commencé a travailler en 1999 déja, et auquel nous ne nous
sommes joints que deux ou trois années apres. Sans lui cet article n’aurait
jamais vu le jour. Mais Michel a finalement tenu, malgré notre insistance et a
notre grand regret, a se retirer de la deuxieme partie de ce travail. Il a en effet
longtemps espéré pouvoir offrir une version plus simple de la démonstration
que cette partie contient, et la version présente ne satisfait pas son gout de
simplicité et d’élégance. “Des remerciements me suffiraient amplement”, dit-
il. Nous I'assurons donc évidemment de toute notre gratitude ; mais est-ce
réellement suffisant?

2.2. Notations. On considérera dans la suite les vecteurs s=[s1, ..., s;]

[ i
Sr

w1
des vecteurs v constants de R", v = [wy,...,w,] = [ : ] Le choix de

Wy

de R", ou les s; sont les variables décrites précédemment, ainsi que

Pécriture de ces vecteurs comme matrices 1 x 7 (“en ligne”) ou r x 1 “en
colonne” sera imposé naturellement par le contexte, en particulier lorsque
ces vecteurs interviendront dans un produit matriciel.

On notera U = U, ’ensemble des vecteurs de R” dont chaque composante
est 0 ou 1, dont on considérera également les sous-ensembles suivants :

e Up : les vecteurs dont le nombre de composantes égales a 1 est pair
positif;

e Uy : ceux dont le nombre de composantes égales a 1 est impair;

e U7 : ceux dont le nombre de composantes égales a 1 est impair et
supérieur a 1.

On notera également vy le vecteur (de U; si r est impair et de Up sinon)
dont toutes les r composantes sont égales a 1, et O le vecteur nul.
Nous pouvons donc récrire ainsi I'intégrale I définie ci-dessus en (11) :

1 k~+iT Na(k+iT) Nr(nJriT)H y C(l—i—vs)
veldp

(27" S S o S Huelﬁ (14 wvs)

k—iT No(k—iT) Ny (k—iT)

7=

Gr(s)x"% dsy - - - dsy,
(17)
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1

Gr(s) == HT(S)HW.

i=1

REMARQUE 3. Les facteurs 1/{(1 + s;) et 1/s; ont été incorporés a la

fonction G, en vue d’'un argument récursif faisant intervenir les singularités

de l'intégrand, puisque les premiers “tuent” les poles des seconds en s; = 0.

Les facteurs 1/s; sont cependant essentiels, et nous les ferons réapparaitre
au Paragraphe 2.5 pour la preuve du Théoreme 1.

2.3. Structure de la démonstration

2.3.1. Plan. L’évaluation de I'intégrale I se fait a ’aide d’applications
répétées du théoreme des résidus : a chaque étape du processus, l'intégrale
intérieure est remplacée par une somme de résidus et un terme de contribu-
tion négligeable. La nouvelle intégrale intérieure de chaque résidu est alors
considérée séparément : la mise en place du mécanisme de récurrence utilisé
nécessite donc des permutations de variables, associées a d’autres mani-
pulations, sur lesquelles, dans un souci de clarté, nous avons choisi de nous
étendre assez longuement dans ce qui suit.

Ainsi ce Paragraphe 2.3 est entierement consacré a une description géné-
rale de ce mécanisme de récurrence. De plus, les deux premieres étapes de
I’évaluation étant, par leur trop grande simplicité, impropres a l'illustration
de toutes les difficultés d’une étape quelconque, nous avons donné au Para-
graphe 2.6 une description détaillée des trois premiéres étapes. Ceci nous
permet d’introduire d’autre part les notations requises pour le cas général,
qui est traité aux Paragraphes 2.7 et 2.7.1.

Les Paragraphes 2.4, 2.5, 2.8 et 2.9 contiennent divers résultats auxi-
liaires. La démonstration du Théoreme 1 est achevée au Paragraphe 2.10.

2.3.2. Le mécanisme de récurrence : description générale. Nous choisis-
sons a priori un ordre pour I’évaluation des intégrales successives de I, par
rapport aux variables s,, Sy_1,...,S1.

REMARQUE 4. L’ordre des variables encore non intégrées est susceptible
d’étre modifié a tout moment en cours d’évaluation, ces modifications dépen-
dant du terme particulier de I que ’on est en train de calculer.

L’idée générale est de remplacer successivement chaque intégrale inté-
rieure par une somme de résidus exprimés en termes des variables non
encore intégrées : la variable en cours de traitement est donc remplacée
par une combinaison linéaire des variables non encore considérées. Soit
Sn, = SrySn,_is---;5n, une permutation des variables adéquate au traite-

ment d’un terme de la m + 1-eme étape (m > 0). A ce moment, nous serons
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en présence d’une intégrale r — m-uple de la forme

P (log z)

Npy k+iK 9T 1 Nu, _, k+iKT—m=1=aT )

X S S
N, —iK =T <(1 + Snl)snl No . k—iKr=m=1-aT C(l + Snrim)snrim

X H n(ai,m)(T(m)Sni) H C(P,m,v,ing, e ,'L.nm,S)
i=r—m+1 vEUP\Vin

X H C(Iv m,v, jn27 cee ajnma S)Hrfm(s)xT(m)vos dSn,«_m e d8n17 (18)
veUF\Vim

ou P, est un polynome, ot sp,; (i = 1,...,r) est une permutation (dépendant
du terme considéré, et bien str de m) des variables s; (j = 1,...,r) ou
K > 2 est une constante (voir (63)) et g le nombre d’applications du procédé
(b) ci-dessous jusqu’ici, ou T, (m) est une application linéaire décrite dans le
Paragraphe 2.4, ou I'on note abusivement 7{,,)sp, pour

0

(sp, étant le i-eme coefficient du vecteur), ot H,_,,(s) est une fonction
des variables sy, (i = 1,...,r —m), réguliere et bornée pour |o,,| > ¢,
avec ¢ = c(r) > 0, ou n(s) := (¢(1+ s)s)™!, et ou les fonctions ((P,...)
et ((I,...) sont définies récursivement (voir Paragraphe 2.7) & partir de
C(1 + Tyws) =: ((P,1,v,s) et de ((1 + Thvs)™! =: ((I,1,v,s), Ty étant
I’application linéaire décrite au Paragraphe 2.4.

(a) A une telle m + 1-eme étape, et ceci pour autant que le coefficient
¢n_de s, _ dans lexposant du facteur z2s<r-m %% de l'intégrand
(provenant de x"® par une succession de transformations linéaires) soit non
nul, nous considérons un des résidus obtenus a ’étape précédente, et nous
remplacons son intégrale intérieure par rapport a la m-eme variable s,
(qui n’est s,_,, que si aucune permutation des variables n’a été encore re-
quise lors des étapes précédentes), par la somme des résidus de certains des
poles de l'intégrand par rapport a s,,_,,. La variable s, _, prend certaines
valeurs s;, . qui sont des combinaisons linéaires des s, (j <7 —m —1).
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Les poles considérés sont ceux qui se situent a I'intérieur d’un rectangle dont
I'un des cotés est le segment d’abscisse d’intégration de la variable s,
(segment éventuellement modifié & une étape antérieure si une permutation
des variables a été nécessaire, soit si le procédé (b) ci-dessous a déja été
utilisé). Nous montrons (au Lemme 18) que la contribution a I de 'intégrale
intérieure sur les trois autres cotés de ce rectangle est < T—1+¢ = §(x) (et
donc que dans le cas ou l'intégrand n’a pas de podle par rapport a la va-
riable s,,, ., la contribution totale associée & ce terme est < T~1+¢ = §(z)).
Quant a chacun des termes correspondants aux résidus obtenus dans cette
opération, il a une forme semblable & celle dont nous sommes partis, soit de
type (18) & nouveau, mais avec m + 1 a la place de m.

Les abscisses d’intégration K7/~ (ot donc K = Ns), satisfaisant N;x =
Ng_l, seront choisies (voir le Paragraphe 2.9) de facon a éviter que les
chemins d’intégration des intégrales non encore évaluées nous fassent passer,
lorsque nous intégrons sur ’abscisse d’intégration de s, , , trop pres d'un
pole s,,_,, = s, de l'intégrand. D’autre part, nous voulons également
éviter de passer pres d’un pole de I'intégrand lors de la déformation rectangu-
laire du chemin d’intégration par rapport a s,,_,, : nous verrons que le choix
des nombres N; donne également cette garantie tant que s,,_,, = Sr—m,
c’est-a-dire tant qu’aucune permutation des variables n’a encore été requise.
Mais si 'on change ’ordre d’intégration ceci ne peut plus étre garanti sans
que les longueurs des segments d’abscisses d’intégration soit préalablement
modifiées (réduites). Nous procédons alors comme suit.

(b) Si ¢p,_,, = 0, l'intégrale intérieure ayant des bornes d’intégration
de la forme N, x+iK""™ 179 ou ¢ est le nombre d’applications déja
réalisées de ce procédé (b), alors nous commencons par vérifier (Lemme 19)
que la contribution & I de cette intégrale intérieure sur le troncon d’abscisse
de N, k+iK 9T & N, K+ iK™ 17T est < T = §(x).

Ensuite, nous permutons les variables et récrivons 'intégrale a évaluer
par rapport aux variables s, .. ,,..., 80 Sn,_,,, dans 'ordre indiqué, que
nous rebaptisons s, , ..., Su,, Sy, €0 remplacant le segment d’intégration
par rapport & s,,_, = s, par le trongon d’abscisse de Ny, _, k —iK 17T
A N, K+ iK 19T (voir le Paragraphe 2.9 ci-dessous, et en particulier
la définition (63)). Le terme ainsi modifié a lui aussi une forme semblable &
celle dont nous sommes partis, soit de type (18) & nouveau, mais avec q + 1
a la place de q.

REMARQUE 5. Ainsi, si I'abscisse d’intégration Npk d’une variable si
lui reste attachée tout au long du procédé d’évaluation de I, la longueur du
segment d’intégration par rapport a sx peut étre (éventuellement a plusieurs
reprises) divisée par un facteur positif (de la forme K" : voir (63)), lors
de permutations des variables.
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Si le nouveau coefficient ¢y, ,, est non nul, on procéde comme en (a),
sinon, une nouvelle fois comme en (b). Nous parvenons ainsi a I'une des deux
situations finales suivantes :

(f1) Vintégrand ne contient plus aucun pole et ¢, # 0;
(f2) tout l'exposant Cn;Sn; de x est nul.

(La troisieme situation, ou apres la r — 1-eme étape le dernier coefficient
satisfait ¢,, # 0, et le dernier intégrand de la derniere intégrale contient
encore au moins un pole, est démontrée impossible par le Lemme 14.)

Dans le cas (f2) nous vérifions alors que la contribution du terme con-
sidéré est de la forme P,,(logx) + O(T~17¢), ot P, est un polynéme, ce qui
montre le (i) du Théoreme 1. (Le fait que dans ce cas (f2) 'intégrand conti-
enne ou ne contienne pas de pole est sans importance : on ne déforme plus
que tres faiblement les contours d’intégration pour cette évaluation finale,
qui se fait sur des trongons d’intégration ne pouvant de toute fagon contenir
aucun des éventuels poles de 'intégrand : voir le Lemme 20 a la fin de ce
travail.) Et nous verrons (Lemme 15) que nous aboutissons toujours au cas
(f1) lorsque r est impair, ce qui montre le (ii) du Théoreme 1.

1<r—m

2.3.3. Poles et résidus. Nous commencons donc par appliquer le théo-
réme des résidus a l'intégrale intérieure de (2) (par rapport a la variable
sr). Nous remplacons cette intégrale intérieure par une somme de résidus.
Nous le faisons pour l'instant “formellement” ; il faudra s’assurer que l'erreur
commise associée a cette opération reste négligeable (Lemme 18).

Chaque résidu s’obtient en choisissant un des s, = s}(sy, ..., S,—1) pour
lesquels la fonction [, ((1+vs)/ Hveu; ¢(1 + vs) a un pole, soit, dans

cette premiere étape, pour lesquels I'un des facteurs du dénominateur (pour
v = v1, mettons) satisfait v1s = 0. Nous sommes donc en présence de poles
d’ordre 1, pour chacun desquels le résidu s’écrit simplement

1+
HUEUPW#M ¢( vs) Gy_1 ()2,
[Loeu; C(1+vs)

ou s satisfait s, = s et G,_1(s) désigne G,(s) pour ce choix s, = s.

Nous pouvons maintenant dans une deuxieme étape répéter le procédé
Nr_l(f{-i-’iT)
Ny_1(k—iT)
le cas ol certains coefficients c,_1,...,c,—; consécutifs décrits plus haut
(pour un j > 1) sont nuls, répéter le procédé avec chacune des intégrales
SNT_j_l(IQ-‘riT)
Nr_j_l(f'i—iT)
tenant nous dénoterons tout de méme par s,_1 afin de ne pas alourdir une
notation déja assez pesante).

R(1) =

avec chacune des intégrales | des résidus obtenus. Ou alors, dans

ar rapport a une nouvelle variable s,, . u’a partir de main-
MNr—1

REMARQUE 6. La notation est a partir d’ici simplifiée, et on aura tou-
jours a l'esprit la Remarque 4 : en fait, les choix possibles d’une succession
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de poles sy, ,...,s;, | L, se feront, selon les termes de I en cours d’évalua-
—'n

tion, sur des permutations de l'ordre (choisi arbitrairement a priori) des

variables s;, ..., s1, et le nombre de termes [,, dans une telle succession n’est

pas toujours le méme. Ainsi, dans la suite de ce travail, il sera souvent ap-
propri¢ de penser s, et I, lorsqu’on lira s; et [. Cette derniere notation
simplifiée sera en effet souvent utilisée par la suite (elle ne le sera cepen-
dant évidemment pas lorsqu’il sera nécessaire de considérer 'ensemble
composé de la totalité des permutations des variables, comme au Para-
graphe 2.9).

REMARQUE 7. Lorsque nous parlerons par la suite de la “m + 1-éme
étape” du procédé d’évaluation de I, nous entendrons par la que, pour
une certaine succession de poles sy, , . .. ,s;';T_l"H, nous sommes sur le point
d’appliquer une m + 1-éme fois le procédé (a) décrit ci-dessus (a la va-
riable s, . ). Ceci sans tenir compte du nombre d’applications qu’il a été
nécessaire de faire jusqu’ici du procédé (b), qui ne modifie pas la forme
générale des termes a traiter par (a) (voir (18)).

Dans cette deuxieme étape on ne peut plus garantir que chaque pole,
correspondant a un choix s,_; = s}_;, est nécessairement d’ordre 1. Le
résidu associé peut donc avoir une expression d’une forme plus compliquée
que R(1), et que nous décrirons plus précisément dans le Paragraphe 2.6.
Disons simplement pour l'instant qu’apparaissent dans ’expression de ce
résidu des dérivées, par rapport a la variable s,_1, de chacun des facteurs
de R(1). Ainsi, issu de "% apparait un facteur de la forme x"°*P(logx),

ou P est un polynéme (et ou bien sur s, = si(S1,...,8-1) et Sp_1 =
sr_1(s1,...,5r—2)), et issues de
H,_1(s
Gr—l(s) — T 1( )

_ -1 _
(sp¢(L+ 7)) [Tizy (s (L + s0)) 7
apparaissent certaines dérivées fozl(s) de cette fonction (avec les mémes
conditions sur s), dont nous baptiserons génériquement G,_s(s) chaque

terme (“monomial”). De méme nous baptiserons génériquement H,_o les

)

dérivées H")
plus les HT(Z_)
(Lemme 9).

L’exposant vg du facteur z%° est d’une importance capitale, et nous
suivrons son évolution jusqu’a la fin du procédé : chaque fois qu’il n’est
pas annulé par la suite des transformations linéaires qu’on lui fait subir, la
contribution du terme associé est négligeable.

Les seuls facteurs intervenant dans l’expression de ce nouveau résidu
qui ont des singularités sont des dérivées d’un certain ordre des ((1 + vs)

1- Chacun des facteurs P(logz) et Gfﬁl est sans singularité, de

1 sont d’un ordre de grandeur sans influence sur le résultat final

S
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du numérateur de R(1) (par rapport a s,_1), l'ordre du pdle associé étant
susceptible de provenir de plusieurs de ces facteurs, ou encore d’étre diminué
voire annihilé par certains des facteurs du dénominateur.

Dans une troisieme étape le procédé suivi n’est pas essentiellement diffé-
rent de celui de la deuxiéme étape (quoique les calculs requis sont d’une

nature plus complexe) : nous considérons séparément chacune des intégrales
SNr—2(:‘i+’iT)

Ny—2(k—iT)
positif, soit encore, dans certains cas particuliers ou le procédé (b) a été
utilisé une ou plusieurs fois avant la deuxieme étape, les bornes d’intégrations
sont remplacées par des nombres de la forme Njx+N, ™iT. Nous remplagons

les résidus obtenus au pas précédent par les résidus de leurs poles en certaines

(o, éventuellement, soit N,_y est remplacé par un autre nombre

valeurs s,_o = s)_5(s1,...,5—3). Ces derniers poles étant un sous-ensemble
de ceux de
H C(1+ws)/ H ¢(1+ws),
vEUP, vF#UL velly
et s,_o = s;_, étant chaque fois une combinaison linéaire de s1,...,s,_3,
comme S,_1 = sjﬁ_l en est une de s1,...,8,_9, et 5. = sﬁ en est une de
S1yevySp—2.

Dans des étapes successives nous poursuivons ce procédé tant qu’une
application du cas (a) reste possible.

REMARQUE 8. A ce sujet notons qu’il est bien sir possible qu'une fois
arrivés a une certaine étape m du procédé d’évaluation nous ne disposions
d’aucune singularité S:—(m—l) de la variable s,_(,,_1), alors que d’autres
singularités s:_( -1y de certaines variables s, (1) subsistent pour des
étapes M > m ultérieures. Il n’est pas nécessaire dans un tel cas de procéder
a une nouvelle permutation de variables, puisqu’alors comme déja mentionné
il suit du Lemme 18 que la contribution du terme considéré est petite et peut
donc étre négligée.

Ainsi dorénavant, nous pourrons supposer avoir choisi une suite de
“vrais” poles s, = sy, Sp—1 = S;_1,...,Sp_(1-1) = 3:_(1_1) pour lesquels,
apres avoir calculé les résidus successifs associés, nous obtenons a la [-eme
étape un dernier résidu, qui soit n’a plus aucune singularité, soit a un ex-
posant de x nul.

Avec une telle suite de choix et une telle convention, nous montrons
(Lemme 14) que nous nous arrétons nécessairement avant que la totalité des
r intégrales ait été effectuée, c’est-a-dire que 'on a toujours I < r — 1. Nous
montrons alors (Lemme 15) que, dans le cas ou r est impair, ’exposant vgs
de x n’a pas pu étre annulé par la suite de substitutions sy, s;_,...,s7_; ;.
11 suit (Paragraphe 2.10) que la contribution correspondant a chaque suite de
substitutions est négligeable lorsque r est impair, d’ou le (ii) du Théoréme 1,
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et que lorsque la contribution correspondant & une certaine suite de substi-
tutions n’est pas négligeable (dans le cas ou r est pair), cette contribution
est de la forme P(logx) ou P est un polynome, d’ou le (i) du Théoréme 1.
Dans le paragraphe suivant nous décrivons formellement le choix d’une suite
de poles.

2.4. Suites de poles. Le choix d’une succession de poles sy, ..., s;_; |
(I < r) correspond a faire un choix de vecteurs vy, ..., v; de Up et de transfor-
mations linéaires auxiliaires 717,...,7; : R" — R" satisfaisant les conditions
(H;) et (D;) (i <1) ci-dessous. On aura a 'esprit la Remarque 6.

Soit e; le j-eme vecteur de la base canonique.

(Hy) v1 = [to,1,t0,2,---,to,r = 1]

(Dy) L’application 77 : R™ — R" est définie par Tyv; = O, i.e., T} est

donnée par la matrice

0 —ton
0 0 —too
00 1 —to,1
00 - 0 0

En particulier Tyv = [...,0] quel que soit v € R". Le pdle corre-
spondant a ce choix de v; est s, = s tel que v1s = 0.

(Ha) Thva = [t11,---,t1r—1 # 0,0].
(D2) L’application Th : R” — R" est définie par ToTive = O et The, = e,
i.e., To est donnée par la matrice
[ 1 0 0 —t1,1/t1,7»_1 0 1
0 1 0 —tigf/ti,_1 O
0 1 —tip—2/tiy—1 O
0 0 0 0
i 0 0 0 1 |

En particulier ToThv = [...,0,0] quel que soit v € R". Le pole
correspondant a ce choix de vy, v est 5,1 = s;_; tel que T1vas = 0.

ﬂ—l e Tl’Ul - [tl—l,l) cee 7tl—1,7’—(l—1) 7& 07 07 ... 70]
L’application 17 : R — R" est définie par 1;---Tiv; = O et Tie;
=e (i=r—1+2,...,7),ie., T; est donnée par
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Lo - 0 —tiai/tiiiy—g-1y O
01 -+ 0 —tiao/ti1,—q-1) O
0 0 —ti1r—1/ticip—g-1) O 0
0 0
0 0 1
i 00 0 0 0 1 |
Le pdle correspondant a ce choix de vy, ...,v; est s,_j41 = 3:—l+1

tel que T{;_1yus = 0.
Notons encore que dans le cas ou [ = r — 1 nous avons
(Hy—1) Tr—o---Thvp—1 = [tr—21,tr—22 # 0,0,...,0].
(Dy—1) Ty—1 est définie par Ty—1---Thv,—1 = O et Tr_1e; = ¢; (i > 3);

sa matrice est donnée par

1 —tp_91/tr—22 0 --- 0

0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

Et nous verrons (Lemme 14) que [ <7r — 1.

2.4.1. Quelques résultats auxiliaires. Nous laissons au lecteur le soin de
vérifier le lemme suivant.

LEMME 6. Soit Ty :=T;Tj—1---T1 (j <1).

e Pourit=1,...,1, KerT; est de dimension 1.
e Pourj=1,...,1, dim(ImT(j)) =r—j.

Considérons maintenant les [ ensembles de vecteurs de R",
Wj = {'UERT :T(jfl)U%O, T(j)'UZO} (j=1,...,l)
(on Tp désigne 'identité), et les espaces vectoriels
Vj:: UWZ‘:{UERT:T(j)U:O}:KeI‘T(j) (jzl,...,l).
1<j
Notons que Vj est de dimension j.

LEMME 7. En particulier, sivj, etvj, sont dans Wj, alors il existe c € R
telle que vj, + cvj, € Vj_q.
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Nous noterons encore

Wip:=UpNW; et ;I =UrnN Wj.

2.5. Les facteurs sans poéle des résidus successifs. Nous décrivons
ici plus précisément les fonctions G; et H; apparaissant en facteurs dans
les résidus obtenus successivement au cours du procédé d’évaluation de
I'intégrale r-uple I, et mentionnées au Paragraphe 2.3.3. On rappelle que
I'intégrand de cette derniere est

Hveup C(1+ws)
Hveb{}‘ ¢(1 4+ vs)

ou, si 'on pose

Gr(s)z"% =: I1(s)G,(s)x"® (19)

1
n(s) = my

la fonction G, (s) satisfait
Gr(s) = He(s) ] [ n(s:)
i=1

pour une fonction H,(s) réguliere lorsque toutes les variables s; satisfont
o; > —1/(2r), et bornée lorsqu’elles satisfont o; > —1/(2r + 1).

C’est évidemment la fonction I7(s) de (19) qui contient tous les poles
exploités pour évaluer I. Les facteurs qui en sont issus, et apparaissent dans
I’expression des résidus successifs obtenus, seront décrits au Paragraphe 2.6.
Ici nous nous contentons de décrire les facteurs issus de la fonction G, (s).

Ala premiére étape, les poles en s, = s(s,—1,..., 1) sont tous d’ordre 1,
et aucune dérivée des facteurs de (19) n’intervient encore. Le facteur prove-
nant de G,(s) dans I'expression du résidu, défini par Tyv; = O, en s, = s =
Ti8p = Y ,<,_1 CiSi, peut s’écrire sous la forme

r—1
Gr1(s) = Hooa(s) [ [ n(si) - n(Tusy),
i=1
0
ou ’on note abusivement T s, pour T} 0 , et ou Gr_1(s), Hy—1(s), sont

Sr

Gr(s), Hy(s), en s, = s; = Tis,.

A la deuxitme étape, le facteur provenant de G,_1(s) dans l'expression
du résidu, défini par ToTive = Tigyve = O, en s,_1 = s;/_; = Tos,_1,
peut s’écrire comme une somme de termes de la forme (a4 une constante
multiplicative pres)
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r—2
(Hr—1 () T nsi) - ((s-2)) 122 ((T1s,)) 72, (20)
i=1

ot Pécriture (£(3 ¢is:))@, a > 0, désigne ici la fonction obtenue en dérivant
a fois f(>_ ¢;s;) par rapport a la variable s,_1, puis en remplagant celle-ci
par s;_; = T28,—1 = T()s,—1. Remarquons que lors de cette opération 775,
est remplacé par T()s,, puisque

T(Q)ST = TQ( Z cisi) = Z CiSi + Ccr_1158, 1.
i<r—1 i<r—2
Ainsi, nous avons (n(s,_1))@—12) = n(arfle)(T(Q)sr_l), et (n(Tys,))@r2) =
cﬁﬁn(aﬂ)(T@)sr). On notera génériquement H,_5(s) pour chaque facteur
(H,_1(5))®, et G_2(s) pour chacun des termes de la forme (20), qui peut
ainsi se récrire, a une constante multiplicative cfﬁ pres,

r—2 r
Groa(s) = Hy—a(s) [ T n(si) - JT 0“2 (T(zys)-
1=1

i=r—1

En généralisant cet argument on obtient par récurrence le résultat suivant.

LEMME 8. A la m-éme étape le facteur, provenant de dérivées succes-
sives de Gr_1(s), dans Uexpression du résidu défini par Timyvm = O, en
Sr—m+1 = Sy_pmi1 = ImSr—m+1, peut s’écrire comme une somme de termes
qui sont chacun, a une constante multiplicative pres, de la forme

r—m '
Grom(s) = Hr—m(s) H n(si) - H n(ai’m)(T(m)Si)v (21)
=1 i=r—m-+1
ot le facteur Hy_p,(s) est obtenu en dérivant successivement H,(s) b; > 0
fois par rapport a la variable s,—;y1 (1 < i <'m), puis en remplagant chaque
fois sy—iy1 par s;_; 1 = TiSr—it1-
D’autre part, les fonctions H,_,(s) se comportent bien.

LEMME 9. Il existe une constante ¢ > 0 telle que les fonctions Hy_p(s)
du Lemme 8 sont réguliéres et bornées lorsque toutes les variables s; satisfont
‘O’i‘ <ec.

Preuve. Par le Théoreme 3, la série de Dirichlet pour ]flr(s), mettons

ﬁr(s): ‘h(nlw"a??"”’

s n'jsll . nTT
est donc convergente si o; > —1/(2r) (1 < i < r), et de plus bornée si
o; > —1/(2r+1) (1 <i <r). Les dérivées successives de H par rapport a
certaines des variables s;, qui produisent les fonctions H,_,,, font apparaitre
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un nombre fini de séries de Dirichlet de la forme

h(nla s 7n7“)(10g nl)Ml o (log nT)MT
cy. e e E (22)
s _ _
n;>1 nll ey r:n?il cenyt
N . o . \ !
ou C est une constante, les M; sont des entiers positifs, et ou s._, ., =

Z;;’ln ¢i;8; pour des constantes ¢; j. Donc si ¢ > 0 est suffisamment petite,
et si|o;| < ¢ (1 <i<r), toutes les séries de la forme (22) apparaissant dans
lexpression de Hy_p,(s1,...,8y—m) sont convergentes et bornées. m

Il nous faut encore des estimations pour la fonction 1/{ et pour les
dérivées de la fonction (. Pour énoncer le Théoréeme 1 nous avions introduit
la notation é(x). De facon similaire nous notons génériquement ¢(x) toute

fonction exp(—C(logz)?/%) =: ec(x). De sorte que nous avons pour tout
nombre réel R. et tout nombre réel positif Ry,
6(x)Foe(x)e < (). (23)

LEMME 10. Soit M un entier positif ou nul, et C' une constante positive.
Dans le domaine {o = Rs > 1—C/(log T)*/5,1 < |t| = |Js| < T}, la dérivée
M-éme de ((s) satisfait

(M (s) <e(T)™ <e(a).

(Cette estimation est certainement tres mauvaise ; mais elle suffit & nos be-
soins.)

Preuve. On sait que dans ce domaine, si N est un entier positif (voir par
exemple le Paragraphe 3.5 de [THB]),

N 00
1 [u] —u+1/2 Ni=s 1 |
n=1

Si nous dérivons les deux cotés de cette égalité M fois (M > 0), nous
obtenons

n=1

! M log N)YM N1-o
<<t§7<0‘i_1:)1 du (log N) " N"77 + (log NYMN—°
u
N
t(loge NYM  N1=9(log N)M
< (O;gw) + (:g " log NMN=T. (20)

Posons maintenant N = [¢]. La derniere majoration de (24) est < 1/e(T) <
1/e(x), et la somme apparaissant a gauche de (24) est également < 1/¢(z)
puisque dans le domaine considéré [n=°| < 1/(ne(T)). =
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LEMME 11. Soit M un entier positif ou nul. Il existe une constante
positive A telle que dans le domaine {o = Rs > —A/(log T)*/3(loglog T)/3,
It| = |Ss| < T}, la dérivée M-éme de n satisfait

A
M (s) = Ai(‘;‘) avec | Ap(s)] < 1/e(x).
s

Preuve. Cette estimation suit du Lemme 10, de ’estimation connue,
dans le domaine considéré ici,

1/¢(1+ s) < (log T)?3(loglog T)'/3 (25)

(voir par exemple le Paragraphe 6.19 de [THB]), et de la représentation
sC(s +1) = 1 + vs 4+ O(s?)) valable dans un voisinage de s = 0. =

Les Lemmes 8, 9 et 11 livrent également ’estimation suivante, a laquelle
nous ferons appel dans les preuves des Lemmes 19 et 20.

LEMME 12. Soient s; = o;+it; (j =1,...,r), et supposons que pour une
constante positive C, |t;| < CT (j =1,...,r). Alors il existe une constante
a > 0 absolue telle que, dans le domaine {|o;| < a/(log T)?/3(loglog T)'/?,
j=1,...,r}, toutes les fonctions Gr_p, (m = 0,1,...,1) du Lemme 8 sa-
tisfont, pour chaque jo=1r—m+1,...,7,

1 '+ 1 1

2.6. Les trois premiers pas du procédé d’évaluation. Comme
décrit dans le Paragraphe 2.3, nous évaluons l'intégrale multiple en com-
mencant par 'intégrale la plus intérieure (par rapport a la variable s, ), puis
en remplacant a chaque étape I'intégrale intérieure d’une somme de fonctions
obtenues a I’étape précédente par une somme de résidus. Ceci tant que cette
opération n’est pas soit triviale soit inutile, c’est-a-dire tant qu’un poéle du
dernier intégrand obtenu est “disponible”, et tant que ’exposant de x n’a pas
été annulé. Ainsi nous remplacons l'intégrale multiple de départ, I, par une
somme d’intégrales (simples ou multiples, mais d’une multiplicité inférieure
a r), dont I'intégrand (i) n’a plus aucune singularité, ou alors (ii) a un ex-
posant nul en z. Chacune de ces intégrales est obtenue par un choix de poles
successifs s, = $5(S1,...,80-1), Sr—1 = Si_1(S1,..,8-2)s -y Sp_ip1 =
$y_141(81, .-, 8,—1). Comme indiqué, nous montrons qu’en tous les cas [ <
r —1, soit que r — [+ 1 > 2 (Lemme 14). Comme nous l’avons vu au Para-
graphe 2.4, chaque tel choix successif de podles correspond a faire un choix
de vecteurs vy, ...,v; de Up et a définir les applications linéaires T} et 1{;)
(j =1,...,1) (avec lesquelles la condition (ii) peut se récrire T{;yvos = 0).

(Ca n’est qu’a partir de la troisieme étape que 1’'on voit clairement com-
ment décrire une étape quelconque du processus, et nous commengons donc
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par donner une description exhaustive des trois premiers pas. Ceci nous
permet d’autre part d’introduire peu a peu les notations requises.

Terminologie. Afin de simplifier et d’uniformiser certaines notations et
définitions plus bas, nous dirons qu’une fonction a un pdle d’ordre 0 en t
si elle est entiere et non nulle en ce point, et d’ordre —n pour un entier n
positif si elle a un zéro d’ordre n en t.

Premier pas. 1l est clair que Wip = {v1} et que W}, = ). Le pole corre-
spondant s; tel que v1s = 0, est donc d’ordre 1, et le résidu correspondant
est

H C(1+ Tyvs) H C(1+ Tlvs)_lGr,l(sl, . ,sr,l)levos,
velp\{v1} vely
ot Gr_1(81,...,8,—1) désigne G,(s) en s, = s*.

Convention de notation. Par le Lemme 9, dans toute la suite des opéra-
tions le facteur Hy_1(s1,...,8.—1) de Gr_1(s1,...,S,—1) n'aura pas d’influ-
ence sur 'ordre de grandeur du résultat final. Pour simplifier la notation
nous ignorerons dans ce paragraphe les facteurs provenant de G,._1, ainsi
que les éventuelles constantes apparaissant en facteur lors des calculs de

résidus, sans oublier toutefois que ces facteurs existent : nous ferons usage
des Lemmes 8, 11 et 12 dans la preuve du théoreme.

On aura d’autre part toujours a l’esprit la Remarque 6. Avec cette con-
vention le premier résidu s’écrit

R(1)=mn=m0= H C(14 Thvs) H C(1 + Tyvs) taTrvos,
veEUP\V1 veldF\V1

(La justification du choix des symboles 71 et 719 apparaitra dans les étapes
suivantes.) Nous écrivons, pour chaque v € Up \ Vi,

C(l + Tl’US) = C(P, 17”7 S)’
et pour chaque v € U; \ Vi,
C(1+Tyws) t =:¢(I,1,v,5).

(L’explication du choix de cette notation apparaitra également dans la suite.)
Nous définissons maintenant les ordres de ces fonctions,

O(P,1,v,5)) =1, O((I,1,v,8))=-1 (26)

(qui correspondent a l'ordre des poles de ces fonctions en Thvs = 0), puis
lordre total du seul terme 71 = 19 de R(1),

O1(n) =O(R(1) = > O((PLuvs)+ Y, O 1Luv,s))
velUp\V1 'UEU;\Vl
=Up\ V1| - U\ V1| =2 =) -2 —r)y=r—2.  (27)
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Notons que l'ordre total O(R(1)) est une borne inférieure a la somme des
ordres de tous les poles de R(1).

Deuziéme pas. Commengons par définir ['ordre en vy de 71 (= 19 =
R(1)),
Oy (11) = Oy (T10) = O, (R(1)) := [Wap| — [W5], (28)

que nous appelons By. By est l'ordre du pole en s;_; : en effet, si v € Wap
U W3;, alors par le Lemme 7, Tiv = cTive, et donc si Tives = 0, alors
Tivs = 0 aussi.

REMARQUE 9. Nous aurions pu noter, avant le premier pas,

R0) = [] ¢ +ws) I <@ +vs)~tare

vEUp vEUF
- H C(P’O’U’S) H C(1707U75)~Tv08 =:T0 = T00,
vellp veU}

puis
Ou, (10) = Oy, (100) = Ou, (R(0)) := [Wip| — [Wi| =1=:B1. (29)

Notons que B; =1 est l'ordre du pole en s, que

By = [Wap| = [Wor| = B1 — 1 + [Wap| — Wy, (30)
et que l'ordre total de 1y peut étre défini par
Oo(10) = O(R(0)) := [Up| — Uf| =7 — 1. (31)
Les facteurs ((1+ Tyvs) correspondant aux v € Wap U W3, disparaissent
simultanément, lors du calcul du résidu en s_(s1,...,s,_2) tel que Tivas
= 0. Comme l'ordre de ce pole est By, 'expression du résidu en s;_; fait
intervenir les dérivées d’ordres 0,1, ..., By — 1 du facteur résiduel
FR(m) = H (14 Tyvs) H C(1 + Tyvs)~tpTives
veUp\Va ’UEU?\Vz
= H ¢(P,1,v,s) H C(I,1, v, s)zT1v0s,
veUp\Va veEUF\V2

Cette fois, si By > 1, le résidu R(2) comprendra plusieurs termes 7 de la
forme

n=[[ <®2vizns) [[ .20 92 " Pyloga),
vEUP\ V2 UEZ/{?\VQ

ol Py est un certain polynéme (dépendant de 72), ou ((P,2,v,i9,s) est la
ig-eme dérivée de ((P,1,v,s) par rapport a s,_1 en s tel que s, = s& et
Sp—1 = Sr_;, ou de méme ((I,2,v, j2, s) est la jo-eme dérivée de ((I,1,v,s),
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et ol iy = i2(v, T2), jo = j2(v, T2). De plus, pour chaque 75 on a

Y s+ Y j2<By-—1. (32)

veEUP\Va veEUF\Va

A ce stade on peut encore aisément écrire ((P,2,v,1i2,s) explicitement &
I’aide de la fonction ¢ de Riemann : c’est iC(iQ)(1+T(2)vs), qui en Tigyvs =0
a un pole d’ordre iy + 1. Quant & ((I,2,v, jo, s), c’est ((~1)U2)(1 + T(2)yvs),
qui a un zéro d’ordre 1 (soit un pole d’ordre —1 avec notre convention)
en T(gvs = 0 si j2 = 0, et qui est entiere (soit a un pole d’ordre < 0 en
T(g)vs = 0) si jo > 0. Similairement & (26) nous définissons donc les ordres
de ces fonctions qui vérifient

O(C(Pv 2,0, 12, 8)) =12 +1

—1 si jg :0,
0 si jo > 0,

et

O(((Ia 27 Uaj?y 8)) < 6(<(I’ 2’U7j23 5)) = (33)

puis comme en (27) lordre total de 72,
Oa(ra) = DY OQ(P2,v,i9,9)+ Y, OCI,2,0,72,5)), (34)
’UGUP\Vz UGM;\VQ

ainsi que son majorant Oa(72), obtenu en remplacant les O par les O corre-
spondants dans la deuxiéme somme de (34). Notons qu’on a

Oa(72) < Oa(m) = Y (iz+1)— > 1

veUP\ V2 veUF\Va
J2=0
= Z iz + Z J2 +|Up\ V2| - Z max(jz, 1)
’UGZ/{p\VQ UEL{;\VQ Ueuf\VQ
<By—1+Up\Val— > max(js,1)
veUF\Va
= 01(7'1) —1 + ’U}k \ VQ‘ — Z max(jg, 1) S 01<T1) -1
veUy\Va
< By — 1+ [Up \ Va| = U7 \ V2, (35)

ol nous avons fait appel a (27) et (30) pour obtenir la derniere égalité et la
derniere majoration. Nous définissons maintenant [’ordre total de R(2) par

O(R(2)) := Oa(720),
o0 1=

g(P,Q,UE},BQ— 175) H g(P,Q,U,O,S) H C(I,Q,’U,O,s)xT@)vos_
veUp\(VaU{vs}) vEUF\V2
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Cette définition est appropriée, puisque pour tout 7 on a

Os(12) < O3(12) < Oz(m20) = O(R(2)). (36)
En effet,

Oa(720) = By — 1+ [Up \ Va| — U \ V2.

Troisieme pas. Si v € Wsp U W3y, alors Tigv = cT(gvs, et donc si
T(2yv3s = 0, alors T(9yvs = 0 aussi. Ainsi, similairement a ’étape précédente
les facteurs d'un 7 correspondant aux v € W3p U Wy, disparaissent simul-
tanément, lors du calcul du résidu du pole en s;._, tel que T(g)vss = 0.

Comme au pas précédent, nous commengons par définir O,, (1), l'ordre
de vs en T9, qui est I'ordre du pole de ™ en Ti2)v3s = 0,

Ou(2) = > O((P,2,v0,02,8) + Y O(C(I,2,0,52,5). (37)
veEWsp veWs;

Similairement a (35) notons que

OU3(T2)S Z Zg-f-l Z 1

vEW3p ”?Wa
S ist > o+ |Wapl— Y max(js, 1)
vEW3p vEWS, vEW,
< By — 1+ |Wsp| — [Wyl. (38)
Et notons aussi que
Bs := By — 1+ |Wsp| — |W3;| = Ouy(120), (39)

ce qui implique en particulier que B3 majore l'ordre du pole Bj en s} _,.

REMARQUE 10. A-t-on forcément Bz = B4? Ca n’est pas évident, et
cette incertitude ne simplifie pas la notation. Il faut donc distinguer entre
lordre B/, du pole de la fonction somme de tous les termes 7,,,—1 (au m-éme
pas), et 'ordre maximal By, atteint par le pole d’un certain 7,,—1 : Ty,—1,0 est
bien sur un tel 7,1, mais est-ce le seul? On gardera d’autre part a l’esprit
la Remarque 6.

Le facteur résiduel de 7o qui apparait dérivé de 0 a au plus B3 — 1 fois
dans le calcul du résidu en s}_, est

FR(m2) H C(P,2,v,19,s H C(I1,2,v, 2, 8)zT>% Py(log z),
veUp\V3 veUTF\V3
et le résidu R(3) comprend done, pour chaque 73, des termes 73 = 73(72) qui
s’écrivent

I[I ¢@3.vizis,5) [] <3, 52, s, )" @™ Py(log ),
UEUP\Vg UGU}"\Vg
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ou P3 = P3(73) est un polynome, ol iz = iz(v, 72) et ou ((P,3,v,i2,i3,8) =
¢U)(P,2, 0,1y, s), le suffixe (i3) signifiant que la fonction est dérivée is fois
par rapport a la variable s,_2, en s,_2 = s*_, (de méme pour jz et (I,...)).
Comme Oy, (72) est I'ordre du péle de 72 en T(yv3s = 0, nous avons de
plus

> izt D> js<Oup(r)—1<By—1. (40)
'UEUP\V3 ”UGZ/{;\Vg

Chaque fonction ((P,3,...) est la dérivée ig-eme d’une fonction ayant en
T3vs = 0 un pole d’ordre iz + 1, et a donc en ce point un pole d’ordre
io + i3 + 1. Chaque fonction (([,3,...) est la dérivée jsz-éme d’une fonction
ayant en ce méme point un poéle d’ordre —1 si jo = 0 et d’ordre non positif
dans tous les cas; c’est donc une fonction ayant en ce point un pole d’ordre
—1 si jo + j3 = 0 et d’ordre non positif dans tous les cas. Les ordres de ces
fonctions en T(3)vs = 0 vérifient ainsi

O(C(P7 3,U,i2, i37 S)) = i2 + ’i3 =+ 1

et

O(C(I,3,U,j2,j3,$>) < O(C(I,?),’U,jQ,jg,S))
{—1 si j2 +J3 =0,

T (41)
0 si jo + 73 > 0,

et nous pouvons définir [’ordre total de T3,

Os(rs) = Y O((P,3,v,iz,43,8) + Y OFI,3,0,j2,735), (42)

veUp\V3 velly\Vs

ainsi que son majorant O3(73) obtenu en remplacant les O par les O corre-
spondants dans la deuxieéme somme de (42). Nous avons

03(7'3) S@g(Tg) = Z (Z'2+Z'3+1)— Z 1

veUp\V3 veEUF\V3
J2+73=0
= Y (Ga+is)+ Y, Gatis)+lUp\Val— > max(js+ s 1)
vEUP\V3 ’UGU?\VS UEU?\Vg
S SR S G ST Sy
UGMP\VQ 'UGZ/{;\VQ vEW3p ’UGW;I

+ Y g+ Y s+ Up\Va[— Y max(ja +js, 1)

vellp\Va veUF\V3 veUF\Vs



282 M. Balazard et al.

< Oz(m2) — [Up \ Vo| + Z max(jz, 1)
veUf\Va

— Ouy(72) + [Wap| = Y max(ja, 1)
veWS

+ Ous(12) = 1+ [Up \ V5| — Z max(j2 + js, 1)
vel\Vs

<Oy(m)—1+ Y max(jo,1)— > max(js+ s, 1)
vEUF\ V3 veEUF\V3
< Os(m2) — 1, (43)

ou nous avons fait appel a (35), (38), (40.) De plus, par (43), (35) et (39)
nous avons

Os3(13) < O3(73)
< Oy(m) —1+ Z max(jo,1) — Z max(jo + js, 1)

veEUF\V3 veUF\V3
< By—2+Up\Val = Y max(jp,1)— Y max(js+js,1)
veWs; veUF\V3
<Bs—1+Up\Vs|— > max(ja+js, 1), (44)
veUF\V3
d’ou
O3(73) < B3 — 1+ [Up \ V3| — [U \ V3| = Os3(730), (45)
ou

730 := ((P,3,v4,0,B3 — 1, )
X H <(P7371)707073> H C(I,3,U,0,073)xT(3>UOS_

veUp\(VaU{va}) veUF\V3
Similairement a 1’étape précédente nous pouvons donc définir [’ordre total
de R(3) par
O(R(?))) = O3<7‘30>.
Nous sommes maintenant préts a décrire un argument de récurrence qui
nous permet de passer des étapes 1,...,m — 1 a la m-éme étape.

2.7. Le m-eme pas. Siv € Wy,p UW ;, alors T(,,_1)v = cT{;,—1)Um,
et donc si T(,,_1)vms = 0, alors T, _1yvs = 0 aussi. Donc les facteurs d’un
Tm—1 correspondant aux v € W,,,p UW ; disparaissent simultanément, lors
du calcul du résidu du pole en ij(mfl) tel que T(m_l)vms = 0. Ici 71
est un des termes du résidu R(m — 1) obtenu a la m — 1-eéme étape, avec



Une somme multiple liée a la fonction de Mobius 283

Tm—1 = Tm—1(Tm—2), Tm—2 = Tm—2(Tm-3), ..., 73 = 73(72) et 2 = 72(71) =
T2(110) = 72(R(1)) ; Tm—1 a une expression de la forme

Tm—1 = H C(P,m —1,v,49,...,0im—1,S)
UEUP\mel
X H C(I7m - 17U7j27' "7jm—17S)xT<m71>vOSPm—1<logx)7
VEUF\Vin—1

o iy = it(v,74—1). Les ordres de chacun des facteurs de 7,,,—1 ont été con-
sidérés au pas précédent ; ce sont les ordres des poles de ces facteurs, qui
vérifient

O(P,m — 1,009, ... im—1,8)) =da+ -+ im_1+1 (46)
et
OI,m—1,v,52,...,5m-1,5)) <O, m —1,v,52, ..., jm-1,5)),
ol

1 sijatr+ jmt =0,

.. : (47)
0  sijot-+Jm-1>0.

@(C(I7m - 17U7j27 AR 7]m_178)) = {

Nous définissons maintenant O,, (7m—1), l'ordre de v, en Tm—1, qui est
I’ordre du pdle de 7,,,_1 en T(m_l)vms =0,

Ou,(Tm-1) = Y O((Pym—1,0,i,... im-1,5))

vEW P

+ Z O(C(Ivm_17U7j27"'ajm7175))' (48)

veW?r ;
Nous avons

Oup(Tm-1) < > (ia+-Fima+1)— > 1

vEW P ”UGW,;;I
j2+"'+j7n—1:0

= Z (ig+ -+ im_1) + Z (G2 + -+ Jm-1)

vEW P veWr

+|WmP| - Z max(j2+"'+jm—171)- (49)

veWr ;
Nous montrerons au paragraphe suivant que, pour tout 7,,_1,

Ovm (Tm—1> < Ovm (Tm—l,O) = B, (50)
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Tm—1,0 := ((P,m —1,v,0,...,0,B5,-1 — 1,5)
X H ¢(P,m —1,v,0,...,0,s)
vEUP\(Vin—1U{vm })
X H C(I,m—1,v,0,...,0,s)zltm-1v08
VEU\Vin—1
et ou By, est défini par récurrence par
By, =Bp-1—1+ |Wm,P| - ‘W;@,I|
REMARQUE 11. Notons que par conséquent By, majore l'ordre B, (voir
la Remarque 10) du pole en s7_ (m—1)"

Le facteur résiduel de 7,,,—1 qui apparait dérivé de 0 a au plus By, — 1

fois dans le calcul du résidu en s _ (m—1) est
FR(tm-1) =[] <¢(Pom—1,0,i2,... im 1,5)
UEUP\Vm
X H C(I,m —1,0,52, ..., jm-1,s)xln=0"5P_ (logz),

et ce résidu qu’on note R(m) comprend donc, pour chaque 7,,_1, des termes
Tm = Tm(Tm—1) qui s’écrivent

Tm = H C-(P,m,’l),ig,...,im,S)

vGUp\Vm
>< H C(I7 m7 U?j27 A 7jm7 S)xT(m>v08Pm(log x)’ (51)
vEUF\Vin
O iy = Gy (V, Trne1), €t ot C(P,m, v, 00, . . . i, s) = COm)(Pm—1, 0,4, . . .,

im—1,8), le suffixe (iy,) signifiant que la fonction est dérivée i,, fois par
rapport a la variable s,_(,_1), en s,_(,_1) = S:—(m—l) (de méme pour j,
et ((I,...)). Nous avons de plus, par (50),

> imt D jm < Oy (Tme1) — 1< By — L. (52)
UEuP\Vm vEM}k\Vm

Chaque fonction (P, m,...) est la dérivée i,,-éme d’'une fonction ayant en
T(myvs = 0 un pole d’ordre iz + -+ + im—1 + 1, et a donc en ce point un
pole d’ordre ig + - - - + iy, + 1. Quant aux fonctions ((I,m,...), ce sont des
dérivées j,-emes d’une fonction ayant en ce méme point un pole d’ordre —1
si jo+ -+ jm—1 = 0 et d’ordre non positif dans tous les cas; c’est donc une
fonction ayant en ce point un pole d’ordre —1 si jo + -+ j,, = 0 et d’ordre
non positif dans tous les cas. Les ordres de ces fonctions en T,,)vs = 0
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satisfont ainsi
O(C(P,m,v,i9, ... im,S)) =dg + - +im + 1,
O(C(Iamvvaj% ... ajﬂ% S)) S 6(C(Ivm’v7j25 e 7jma S))a
ou
— ) . -1 sijo4+---+jm =0,
O(C(I7mav7]27"'7]mvs>): { .. .m
0 sijo+ -+ jm >0,
et nous pouvons définir [’ordre total de T,,,

Om(Tm) = Z O(C(P,m,v,ig,...,im,s))
vEUP\Vim

+ Z OC(I,m,v, 52, Jm,S)),

’UGZ/{; \Vm
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(53)

(54)

ainsi que son majorant O,,(7,,) obtenu en remplacant les O par les O cor-
respondants dans la deuxieme somme de (54). Nous montrerons ci-dessous

par récurrence que

@m(Tm) < @m—l(Tm—l) -1,
et plus précisément que
@m(Tm) < 6m—1(7—m—1) -1+ Z maX(jQ + -+ Jm-1, 1)
VEUF\Vin

— Z max(jo + - + jm, 1)
veUF\Vim

< B = L+ Up \ Vil = D max(fo+++ jim, 1).

VEUF\Vin
Nous avons donc
Om(tm) < Om(Tim) < B — 1+ |Up \ Vin| — [UF \ Vin| = O (Tim o),
ou
Tm,0 := C(P,m,m41,0,...,0, B, —1,5)
X H ¢(P,m,v,0,...,0,s)

veUp\(VinU{vm41})
X H C(I7 m,uv, 0,. . .,07S)xT(’m)'UOS.
vel; \Vin

Finalement, nous définissons [’ordre total de R(m) par

O(R(m)) := Op(Tm,0)-

(55)
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2.7.1. Conclusion de l’argument : preuves de (50), (55) et (56). Nous
démontrons que les inégalités (50), (55) et (56) sont satisfaites & chaque
étape m, jusqu’a la fin du procédé d’évaluation. Notons que pour m = 2
I'inégalité (50) est donnée par (28), et que pour m = 3 elle est donnée par
(38) (avec (39)). Quant aux inégalités (55) et (56), elles sont données par
(35) pour m = 2 et par (43) et (44) pour m = 3. Montrons d’abord (50).
Par (49) nous avons

Ou,p, (Tm—1)
S Wanp| = Wl + > (ia+-Fim1)+ > Got -+ jm1)
vEW P veWr ;
§ |WmP| - |W;—L[| + Z imfl + Z jmfl
UEUP\Vm_1 ’UEU;\Vm_1
+ Z Tm—2 + Z Jm—2+ -+ Z 2 + Z J2
vEUP\Vim—2 ’UEZ/{}‘\Vm_Q veEUp\Va UEM;\VQ
- Z (ig 4+ im—2) — Z (Jo + -+ Jm—2)
vEWm_1,p veEWS 11
— > (attima)— Y, (ot +imos)
vEW 2 p veWpr o1
D IR P
vEW3p veEWS,

A Tlaide des relations (52) et (49), cette fois appliquées a m —1,m—2,...,2
dans la derniere estimation, a (28), et & la définition By = Bi_1—1+|Wyp|—
\W, |, B1 = 1, nous obtenons donc

Ovm(Tm—l)
< [Wip| = Wil + (O, 1 (Tm—2) = 1) + (Ou,, 5 (Tim—3) = 1) + -+~

+ (Ouy(11) = 1) = O,y (Tim—2) + [Win—1,p| = W51 1| = Ov,, s (Tim—3)
— [(Wh—a gl + - = Ou(72) + Wy p| = [W3 /]
= By — (m —2) + [Ws,p| — Wy | + [Wap| — Wil
+ o (Wi p| = Wi
= B3 — (m = 3) + [Wap| — [Wi |+ W5 p| — [W5 /]
o [Wap| = W

+ |Wm72,P

=Bp1—-1+ |Wm,P| - |W’;’L,I’ = B,
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ce qui démontre (50). Passons aux inégalités (55) et (56). Nous avons

O (i)

= > (gt Himt+D)— D 1

vEUP\Vin VEUF \Vim
Jot-+im=0
= Y (et + D Gototim)
vEUP\Vin VEUF\Vim
U\ Vil = D max(Go+ -+ G, 1) (60)
= D imt D, m
vEUP\Vim vEUF\Vin
+ Z (Z2++mel)+ Z (]2++]m71)
UEUP\Vm_1 veu}k\vm—l
S izt timoa)— Y (ot et dmo1)
vEWn p veWr
+Up \Vin| = D max(jo+ -+ jm, 1)
UGU}‘\Vm

< Ovm (Tmfl) -1

+6m—1(7—m—1) - ’uP \ Vm—1| + Z maX(j2 + -+ jm—h 1)

veu}‘\Vm_l
- O'Urn (Tm_l) + ’WmP| - Z ma'X(]Q + e + jm—h ]-)
veWr
U\ Vil = > max(Go+ -+ fm, 1)

V€U \Vim
< Opm-1(Tm-1) — 1
— Y (max(ja+ -+ jm, 1) —max(jo + - 4 jm-1,1))  (61)
vEUF\Vi,
< Om-1(Tm-1) — 1, (62)

ol nous avons utilisé (52), (60) pour m — 1, et (49). Les inégalités (62) et
(61) livrent (55) et la premiere inégalité de (56). Nous obtenons maintenant
la deuxieme inégalité de (56) & partir de (61) en lui appliquant (56) pour
m — 1.
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2.8. Autres résultats auxiliaires
LEMME 13. Sil1 <m <1 alors
By =1—m+ [Up N Vy| — [UF NV
Preuve. Par définition nous avons
By, = Bi-1 — 1+ [Wip| — W]
= Bm—2 =2+ (|Wip| + [Wp—1,pl) = (IWoi| + W1 /1)

=B —(m—1)+ Z |Wip| — Z (Wit

2<i<m 2<i<m
=1—m+|Up N V| — U] N Vi,
car By =1, [Wip|=1et [W/;|=0.u
LEMME 14. Pourl comme dans la Remarque 8 on a toujours I <r —1.

Preuve. Supposons au contraire que [ = r. Comme nous ’avions noté
dans le Paragraphe 2.4.1, ’espace V,,, est de dimension m ; par conséquent,
Up NV, =Up et U NV, = U7F. Par le Lemme 13 nous avons donc

Br=1-r+Up|—|Ujl=1-r+ 2" 1=1)— (2" =r)=0.

Mais nous avons vu au paragraphe précédent (voir la Remarque 11) que
B, majore lordre B, du pole en s}, qui n’est par conséquent pas un “vrai”
pole. =

Les Lemmes 13 et 14 sont bien entendu valables pour tout entier positif r;
le Lemme 15 qui suit permettra de démontrer le (ii) du Théoreme 1.

LEMME 15. Sir est impair, alors vg € V.

Preuve. Si au contraire vy € V}, alors pour chaque vecteur v € Up U{O}
nous avons

’UG(UpﬂVl)U{O} S v—vEU NV

En d’autres termes,
’Upﬂvl| =UrnV| -1

D’autre part, comme V; est de dimension [, il ne peut contenir plus de [
vecteurs minimaux de Uy, d’ou

Ur V| — U NV <L
Par le Lemme 13 nous avons donc
By =1—1+UpnVi| - Ui NV
<1=i+(UrnVif =1+ (= Ur V) =0,
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ce qui n’est pas possible : B; majore en effet I'ordre B; du pdle en 5:7(171),

qui par hypothese est positif. m

2.9. Choix des abscisses d’intégration. Rappelons tout d’abord
que k = (logz)~! et logT = C(log x)*/®(loglog x)~'/® pour une constante
positive C, et définissons § := (logT)~?/3(loglog T)~/? (il suit donc que
T = 2C6/5)?80+0() ot que B = (5/(3C2))/3(log z)~2/>(loglog z)~1/5(1 +
o(1))).

Dans ce paragraphe nous vérifions que les N; peuvent étre choisis de
fagon a éviter qu’a la m + 1-eme étape du processus d’évaluation décrit
plus haut les chemins d’intégration des intégrales non encore évaluées nous
fassent passer trop prés d’un poéle de l'intégrand (voir le Paragraphe 2.3.2).
Plus précisément, il faut éviter d’avoir un pole proche de trois types de
segments de droites — mettons & une distance < Cx = C(logz)~! —
(i) tout d’abord du segment vertical de l'intégrale en cours d’évaluation,
qui est d’abscisse N,_,,k si aucune permutation des variables n’a encore
été nécessaire, et sinon N,_jx : pour un certain j > m si l'on n’est pas
encore parvenu a une variable permutée, pour un j < m si I’on est parvenu
a une telle variable) ; (ii) ensuite, des deux segments horizontaux exploités
pour déformer ce chemin d’intégration vertical (d’ordonnées +N,_;T" pour
un certain j > m sil’on n’est pas encore parvenu a une variable permutée, et
d’ordonnées réduites de fagon adéquate sinon) ; (iii) et finalement du segment
vertical complétant le rectangle, dont ’abscisse sera de la forme +b3 pour
une constante b > 0 dont nous préciserons les propriétés au Paragraphe 2.10
(voir le Lemme 17).

Comme il est ici sans objet de chercher a minimaliser la taille des N,
puisqu’ils sont de toute facon en nombre fini, donc bornés, ce choix des N;
est effectué plus facilement si pour les définir nous faisons intervenir, non pas
seulement les suites de poles qui sont effectivement utilisées dans le processus
d’évaluation, mais toutes les suites de poles possibles. Nous procédons ainsi.
Tout d’abord, pour chaque permutation P = (sy,.,Sn, ;- -.,Sn,) de l'ordre
d’intégration, nous remplagons (formellement) successivement chaque inté-
grale intérieure par une somme de résidus (voir la Remarque 6) ; a la M 4 1-
eme étape nous obtenons un intégrand ayant des poles en certains s,, ,, =
Sy = Sy (Snysee.y8n,_y, ) satisfaisant une équation linéaire de la
forme fr_p =08isp,_ ), =85 O fron i= CpySny+FCnp_ S0,y
+Cn,_ S0,y (€t ol certains des coefficients c,,; peuvent bien siir étre nuls).

Maintenant, nous appelons L I’ensemble comprenant la totalité des for-
mes linéaires f; (j > 1) apparaissant lorsqu’on applique ce processus formel
successivement a chacune des permutations P de 'ordre d’intégration. Pour

J entier positif nous définissons L; comme le sous-ensemble de L con-
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tenant toutes les formes linéaires qui peuvent se récrire sous la forme g5 =
€181 + -+ cysy, avec ¢y # 0. (Notons que, dans cette écriture, J n’est pas
forcément le n,_ps d'un f,._ps.) Puis soit C_ la plus petite valeur absolue
d’un coefficient quelconque ¢; # 0 apparaissant dans une forme linéaire de L,
C4 la plus grande, et K := 2C /C_. Enfin nous définissons

Ny:=K’7' (J>1). (63)
On montre facilement par récurrence sur J que

N; > max ‘61’ + |CQ|N2 + -+ |CJ,1’NJ,1
T gs€Ly e

+1. (64)

LEMME 16. Si les nombres N sont définis en (63) (et satisfont donc
(64)), alors les déformations rectangulaires que l’on fait subir aux chemins
d’intégration lors du procédé d’évaluation de I décrit au Paragraphe 2.3
passent toutes a une distance > (C_/C )k de tout pole de l'intégrand.

Preuve. 1l faut s’assurer que les propriétés (i)—(iii) ci-dessus sont vérifiées
pour C = C_/C4.

(i) Dans un processus formel de remplacement successif des intégrales
intérieures, selon une permutation quelconque P = (Sp,.,Sp, 15 --,Sn;) de
I’ordre d’intégration, par des sommes de résidus, nous voulons nous assurer
que le segment d’intégration par rapport a la variable s, ne contient
pas de s avec [s — sy | < Ck pour un pole s,,_,, = sy, avec fr_p, =
CrySny + F Crp 180yt T Crp Sy, = 0 €n s soit pas de s avec

|Cn1 Snl +eee Cnr—m—lsnr—m—l + Cnr—ms| < |C774'r—m ’CK;’ (65)

ce que lon peut faire en considérant la partie réelle (c,,Np, + -+ +
cnpm-1Nnp o 1 +Cn, . Nn,_,. )k de la combinaison linéaire a gauche de (65).
En effet, comme la forme linéaire f,_,, appartient a un L; pour un certain
entier J > 1, cette partie réelle peut se récrire (¢; N1+ - -+c¢yN )k pour des
coefficients ¢; avec ¢y # 0, et donc le fait que |ci N1 +---+cyNylk > |cj|k >
C_k > |ep,_,,|Ck est une conséquence immédiate de la propriété (64). Ceci
montre que (65) n’est effectivement pas possible, donc que (i) est satisfait.

(iii) Comme nous avons k < 3, le point (iii) est évident (pour z assez
grand).

(ii) Pour vérifier le point (ii) on remarque d’abord que par (63) quel que
soit le nombre j de fois que la procédure (b) a été utilisée lorsqu’on se prépare
a suivre pour la m+1-éme fois la procédure (a), les ordonnées des extrémités
des segments verticaux d’intégration des intégrales restantes ont été réduites
et sont (dans l'ordre de droite & gauche) de la forme +K"~™~J=4T, . ..
+KiT, +iT, + K~ 4T, +K—374T, soit, pour 7 := K77IT, de la forme
+£Np,iT, ..., £it. Le point (ii) suit maintenant de (64), comme (i), en con-
sidérant cette fois la partie imaginaire de la combinaison linéaire & gauche
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de (65) sur les segments horizontaux. (Et en fait la distance entre un pole
et un segment horizontal est d’ordre au moins 7".) m

2.10. Démonstration du Théoréme 1. Avec tout ce qui précede nous
voyons que, comme nous ’avions annoncé au Paragraphe 2.3.2, lorsque nous
nous préparons a effectuer la m + 1-eéme étape du procédé d’évaluation de I
(voir la Remarque 7), nous nous trouvons en présence de termes qui sont de
la forme

P, (logx)
Ny i+iK 9T 1 Npy_ KT —m =14 .
U PR < PRV PR (o o

T

X H n(ai»m)(T(m)sm) H C(P,m,v,iny, .y in,,,S)

i=r—m+1 veEUP\Vim,

X H g(‘[) m) U)jn27 e 7jnm7 S)Hr_m(s)mT(m)’UOS dsnr—m o dSﬂl’ (18)
vEUF\Vim

ou P, est un polynome, ot s,; (i = 1,...,r) est une permutation (dépendant
du terme considéré, et bien str de m) des variables s; (j = 1,...,r) ou
K > 2 est la constante de (63) et ¢ le nombre d’applications du procédé
(b) du Paragraphe 2.3.2 jusqu’ici, ou les applications linéaires 7; satisfont
les hypotheses du Paragraphe 2.4 (sur les variables 5; = s,,), ou l'on note

0
0
abusivement T, sn, pour Ty | s, | (sp; 6tant le i-éme coefficient du
0
[ o |
vecteur), oit Hy_,,(s) est une fonction des variables s,, (i =1,...,7 —m),
réguliere et bornée pour |0y, | > ¢, avec ¢ = ¢(r) > 0, et ou par le Lemme 11,
. AN(T S z) —
W) (Tnysn) = P avee | An(s)] < efo) 7

REMARQUE 12. Notons que, dans le cas ou 'exposant de = est iden-
tiquement nul et ot nous cessons donc d’appliquer les procédés (a) et (b)
décrits dans le Paragraphe 2.3.2, les termes obtenus sont également du type
(18) (avec évidemment T(,,)vo = O).

(a) Soit b > 0 une constante qui sera précisée un peu plus loin (voir le
Lemme 17). Dans le cas ot le coefficient ¢ = ¢,,._,, de s,,_, dans ’exposant
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T(m)vos n'est pas nul (c’est-a-dire, si nous sommes en position d’appliquer
le procédé (a) du Paragraphe 2.3.2), nous déformons le segment vertical
d’intégration de N, k—iK" ™ 19T & N, k+iK "™ 179T que nous
appelons I, en parcourant les segments horizontaux (dans le sens adéquat)
de Ny, _, k+ iK™~ 1797 & sgn(—c)bB £ iK"~™ 1797, que nous appelons
L+, et le segment vertical de sgn(—c)bf — iK"~™ 1797 & sgn(—c)b3 +
iK"~™m~1=4T que nous appelons Im,p- Soit aussi Fyy, := I,UlL, (UL, _Udp,p
la frontiere du rectangle. Si R, désigne la somme des résidus de 'intégrand

a lintérieur de F,,, le terme en (18) peut donc s’écrire

Ny, k+iK~9T

P, (logx) S !

C(l + Sm)sm .

Npy k—iK =T
. 1 T ()
(<<1n§,_ " in,b " [n§,+> CA A+ S ) irl;r[z+1 ! Tt o)

X H C(Pym,v,ing, ..., in,,,S) H CL, My 0, Jngs - -+ s Jrms S)

vEUP\Vm vEUF\Vim,

X Hy_ () Tomv08 dsnrm> + Rm> dsn, 1 dsp,
= Im,f + jm,b + Im,Jr + R, (66)
o, par le Lemme 8 et le Paragraphe 2.7 (voir ’expression (51)), R, est une
somme de termes de la forme

Ny k+HiK—9T

Perl(lOg l’) S
Ny, k—iK =T

1
C(1+ 8ny)8ny

N,

Np—m—

| RFiKTTmT2ar

1
S C(]‘ + Snr—m—l)snr—m—l

Np, ., k—iKT—m=2-aT

% H 0 m ) (T 1y 8n,) H C(Pym+ 1,0, 0ny, -+ sy 15 S)

i=r—m veUP\Vin+1
X H C(Iam+17U’jn27”'7jnm+175)
VEUF \Vim 11

T V08
X Hy_pm_1(s)x (mt0%ds, - dsy,,

c’est-a-dire de la forme (18) avec m+1 a la place de m. Nous allons montrer
que Zp, — + Tmp + I+ < ().
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Jusqu’a I’énoncé du Lemme 17 ci-dessous nous simplifions & nouveau un
peu la notation et rebaptisons s; la variable s, (cf. la Remarque 6). Nous
avons besoin d’estimations, lorsque la variable s,_,, se trouve sur le chemin
P, pour les fonctions, qui ont été introduites aux Paragraphes 2.6 (pour
0 <m <3)et 2.7, de types ((P,m,v,i2,...,im,S) et ((I,m,v,J2, ..., m,S).

Rappelons que ((P,0,v,s) = ((1 + vs) ou v € Up, que ((P,1,v,s) =
C(L+c181+ -+ crsp) =: gi(s) ou les coefficients ¢; sont réels (en fait, ils
sont 0, +1, ou —1), et que, pour m > 2, {(P,m,v,ig,...,in,S) est obtenue a
partir de g;(s) en lui faisant subir une succession d’opérations. Cette fonction
est d’abord dérivée io > 0 fois par rapport a une des variables s;, et dans
le résultat obtenu s; est remplacé par une combinaison linéaire des autres
variables, livrant ce que nous pouvons noter gs(s). La fonction go(s) est
alors a son tour dérivée i3 > 0 fois par rapport a une autre variable s;,
et dans le résultat obtenu s; est remplacé par une combinaison linéaire
des variables restantes. Finalement, ((P,m,v,i2,...,imn,s) est la fonction
obtenue en dérivant g,,—1(s) i, fois par rapport a une des variables restantes
Sk, puis en remplacant dans le résultat s; par une combinaison linéaire des
autres variables restantes. Par conséquent, on peut écrire

C(Pymy vy ig, e yim, 8) = OCO (14 4(s1,...,5,)), (67)
ou C est une constante réelle, v une combinaison linéaire non identiquement
nulle des variables sq,...,s;, et ig = ia + -+ + ipy.

De méme ((I,0,v,5) = ((1 +wvs)~t ou v € UF, ¢(I,1,v,s) = 1/¢(1 +
€151 + -+ + ¢8p) =: hi(s) ou les coefficients ¢; sont réels et, pour m > 2,
C(I,m,v,j2,...,7m,s) est obtenue & partir de hi(s) en lui faisant subir une
succession d’opérations similaires. On a donc aussi ’écriture

C(I7m7v7j27"')jm78) = Cl(l/g)(.](])(]' +7/(817"'7S7‘))7 (68)
ot C’ est une constante réelle, v une combinaison linéaire non identiquement
nulle des variables si,...,s,, et jo=7Jo+ -+ Jm-

Le lemme ci-dessous suit maintenant des identités (67) et (68), du
Lemme 10, de 'estimation (25), et du Lemme 16.

LEMME 17. Il existe une constante positive b absolue (qu’on pourra sup-
poser inférieure aux constantes A et a des Lemmes 11 et 12) telle que

H C(P7m7v7ing7"'7inm7$) H C(I7m7v7jn27"'7j7Zm7S)Sg(x>_1

vEUP\Vim VEUF\Vin
pour tout m = 0,1,...,1 et tous les termes de type (18) intervenant dans
Uévaluation de I, pour autant que pour s; = o; +it; (j = 1,...,7), on

ait {|oj| < b/(log T)?3(loglog T)'/3}, que pour une constante positive C,
t;| <CT (j=1,...,7), et que sy, _,, € Fpy,.
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LEMME 18. Avec la notation de (66) on a [Zpm,— + Tmp +ZIm+| < 0(z).

Preuve. Sur les chemins d’intégration considérés on a en effet H,_,,(s)
< 1 par le Lemme 9, z7tmv08 « z=l8 = §(z) par définition de Im,p €t des
parametres k et 3,

T ¢Pomving, . in,,s) [T CAm,v g, s dng, s) < (@)™

vEUP\Vim vEU\ Vi (69)

par le Lemme 17,

H n(ai,m)(T(m)Sni) < €(x)—l

i=r—m-+1
par le Lemme 11, et
1 (log £)%/®(log log z)'/°
C(]- + Snj)snj |tn]| +1
par (25) et la définition de 7.
Par conséquent, nous avons (voir (23))

+K—9T 1 4L Kr—m—l-qa 1
Tmp <K 0(x) ... g a
" —KS—‘ZT ‘tm‘ +1 Kr—r§z—1—qT ’tnrfm’ +1 " "
< 4(x)
et
R
7 ) - ...
+Kr—m—2—qT
1 1
—\=do,, ,, dt,, . ,---dt
—Kr—n§—2—qT tn, pa] +1 S T " " 1 1
< (),

ou le chemin d’intégration de I'intégrale intérieure a pour bornes les nombres
sgn(—c)bp et N,

S A

(b) Dans le cas ou le coefficient ¢ = ¢, ,, de s,, , dans l'exposant
T(m)vos est nul, mais ot au moins un des coefficients des autres variables
n’est pas nul (c’est-a-dire, si nous sommes en position d’appliquer le procédé
(b) du Paragraphe 2.3.2), alors dans (15) nous commencons par diviser la
longueur 2K~ 1797 du segment d’intégration par rapport & la variable
Sn,_, par K"~ puis nous permutons les variables et intégrons par rap-
port & Sp._.._,y---, S0y, Sn,_,, dans l'ordre indiqué, que nous rebaptisons
Suy s+ Suss Sy . Nous obtenons ainsi une expression du type (18), ou
l'indice n; est remplacé par v; (j =1,...,7 —m), et ¢ par ¢+ 1.



Une somme multiple liée a la fonction de Mobius 295

LEMME 19. Apreés la modification du chemin d’intégration par rapport a
la variable sy, ,, décrite ci-dessus, le terme obtenu différe du terme en (18)
d’une quantité qui, en valeur absolue, est < 0(x).

Preuve. Sic=cy,, ,, =0, alorsaumoins un des Tim)sn; = Zig_m d;j;isn,

(j >r—m++1) aun coefficient dj,_,, = D # 0, puisque ¢ est la somme des

coefficients en sy, _,, de tous les T(,;ysn; (j > 7 —m), et puisque T(;)Sn, _,,
= Sn,_,,- Nous vérifions que, si () est une constante positive,

QT

dty, 2
< Zlog(141DIQT + | 3 dta,
(S) Tim) (tn;)| +1 — D ( 2 d

) <e(x)l. (T1)
iEr—m

D’autre part, les majorations (69) et (70) restent valables, et I'on a bien str
xlmvos = 20(8) « 1. Par conséquent, il suit du Lemme 12 que la différence
que nous voulons estimer est

+K—IT +KTm—2mar

1 1
_K,qT|tn1‘ + 1 _Kr—m—2—qT |tnr—m—l| + 1
+K1"—m—1—qT
1 1
x dtn, - dt
+I(_Sl_qjﬂ ‘tnrfm‘ + 1 ’T(m) (tnj)| + 1 " "
=7 e [tn, | +1
r—m—2— r—m—1—
+K S aT 1 +K S aT dtnr_m o dtnl
_Kr—m—2—qT |tnr—m—1| +1 ‘T(m) (tnj)| +1
-1
< 5(”2 < o(z). u

Nous considérons maintenant chacune des situations finales possibles (f1)
et (f2) décrites au Paragraphe 2.3.2, afin de terminer la démonstration du
Théoreme 1.

CaAs (fl). Apres l'ultime [-éme étape de I’évaluation, pour la suite de
choix de poles sy, ..., s;’;rilﬂ, lexposant T;)vos de 2T pest pas iden-
tiquement nul, alors que le résidu final obtenu, qui doit encore étre intégré
au moins une fois par le Lemme 14, n’a plus aucune singularité. On peut
donc supposer que le coefficient ¢,, _, de s, _, dans T(;jvps n’est pas nul. Il
suit, par le Lemme 18, que la contribution d'un tel terme a I est < 6(x).
En effet, le terme qu’il nous reste a évaluer est de la forme (18), et plus
précisément (66), avec [ & la place de m, c =¢,,_, #0 et R; = 0.

Comme nous 'avons déja mentionné, ceci termine, avec le Lemme 15, la
démonstration du (ii) du Théoreme 1.
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CaAs (f2). Apres l'ultime [-éme étape de I’évaluation, pour la suite de
choix de poles s}, ,...,s; ., lexposant T(jvos de 7008 ost identique-
ment nul, alors que le résidu final obtenu doit encore étre intégré au moins
une fois, toujours par le Lemme 14. La contribution de ce résidu peut
s’écrire sous la forme (18), avec | a la place de m et Tyvos = 0. 11 peut
encore éventuellement avoir des poles (mais évidemment pas sur les chemins
d’intégration de (18)). La preuve du lemme qui suit termine donc la démon-
stration du (i) du Théoreme 1.

LEMME 20. Notons dorénavant
k=k(z)=1/logz et T =T(x).

Posons
T(z) == K 9T (z).

Lintégrale r — l-uple

a=a(z)
g k(x)+iT(x Nn,_k(z +iKT (e
_Nl(S)Jr() ) l()g @) )
Npy k(z)—iT () C(l + 5n1)5n1 Np,_ k(@) —iK—1=17(2) C(l + Snrfl)snrfl

X H n(a"vl)(T(l)sni) H C(PLv,ing, ...y in,, )

i=r—I+1 veUP\V]
< [ ¢ULvdngs oG $) Heet(8) dsn,_, - - dsm, (72)
velF\V;

peut s’écrire sous la forme C + O(d(z)), ou C est une constante.

Preuve. Si l'intégrand de (72) ne contient plus de pdle, le résultat peut
se montrer en déplacant successivement toutes les abscisses d’intégration sur
I’abscisse 0. Mais si l'intégrand contient encore des poles, les déplacements
d’abscisses ne peuvent pas se faire jusqu’a I’abscisse 0 et ne peuvent étre que
tres restreints. Nous procédons de fagon similaire a la preuve du Lemme 16.

Un pole (Sp,,...,5p,_,) de I'intégrand correspond & une expression linéaire
Y(Snis--vySn, ) = C18p; + -+ + €5y, ,, apparaissant dans l’argument
d’un ou plusieurs facteurs de lintégrand (voir (67) et (68)) et telle que
Y(Snys- -+, 5n,_,) = 0. En suivant de pres argument de la preuve du Lemme

16, on montre que, pour x assez grand, si o,; € [Np;#(27), Np;k(z)] (j =
1,...,r—1) alors

'7(5n17 cees Sn'rfl) > 7 "{(33) (73)
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Nous faisons maintenant appel a 'intégrale r — [-uple (I'intégrand étant le
méme qu’en (72))

Npy k(20)+ir(z) N, #(20)+iK" 17 (z)

b:b(fﬁ): S S ...dsnr_l...dsnl‘
Nnyk(22)—it(z)  Np,_ k(20)—iK =117 (x)

Notons, pour un zg > 0 assez grand, xp; := 2xp-1, ap = a(xyy) et
bar :=b(xpr) (M > 1). Pour démontrer le lemme nous établissons la conver-
gence de la suite {aps}, en montrant qu’elle est une suite de Cauchy. Afin
d’évaluer aps1—aps, nous écrivons ayry1—an = (apr+1—bar)+(bar—ans), et
nous commencons par évaluer bys — aps. Pour ce faire, nous remplagons suc-
cessivement chacun des r—[ chemins d’intégration de a; par le chemin corre-
spondant de bys. Chaque erreur ainsi commise est estimée, avec I’aide de (73)
(qui nous garantit de plus l’absence de pdle dans la région du plan balayée
par la déformation du contour d’intégration), en reproduisant l’argument du
Lemme 18 pour l'estimation de Z,, + (et en exploitant cette fois le facteur
1/T = §(x)). Nous montrons ainsi que |by; — aps| < 6(x).

Puis nous évaluons apr+1 — bpr. Pour ce faire, nous allongeons succes-
sivement chacune des r — [ abscisses d’intégration de by, dont la longueur
est multipliée par T'(2z)/T (x). Cette fois nous répétons r — [ fois un argu-
ment similaire a la preuve du Lemme 19, en utilisant la propriété suivante,
qui garantit que (71) est applicable : puisque Tiyvos = spy + -+ + Sp,_, +
Taysn,_ .yt +T{1)8n, est identiquement nul, pour chaque h =1,...,r—1
un au moins des T(;)sn; (j > 7 —1+1) a un coefficient non nul en s, . Nous
montrons ainsi que |apr 1 — bys| < 6(x).

La vérification de I'estimation }_ -, 0(2'z) < &(z) termine la démonstra-
tion. m
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