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Parametrische Losungen der
Rauber-Beute-Gleichungen im Vergleich

Antonio Steiner und Martin J. Gander

Zusammenfassung

Die Losungen von Rauber-Beute-Systemen sind geschlossene Zyklen. Wenn
man aber klassische numerische Verfahren zur Losung von solchen Systemen ver-
wendet, erhalt man qualitativ falsche spiralformige Losungen. Wir stellen drei
Losungsverfahren vor, welche die Trajektorien exakt wiederzugeben vermogen und
somit nur Fehler in der Zeitriickgewinnung enthalten.

Abstract

Solutions of prey-predator-systems are closed orbits. Applying a classical numerical
method to compute the solution however, one obtains spiraling solutions which are
either converging to the steady state or diverging to infinity. We propose three
numerical methods which reproduce the closed orbits exactly and thus contain nu-
merical error only in the time component of the solution.

Einleitung

Wir schicken voraus, dass die klassischen Rauber-Beute Gleichungen von Volterra [1]

i = ai—bijy

g = —cy+diy

durch die einfache Variablentransformation

n

(1.1)

iibergehen.
Aus diesem System wird zunéchst durch Division der beiden Gleichungen durcheinan-

der die Zeit eliminiert
(ﬁ — 1) dy = (—E + 1) dz,
Y T
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Abbildung 1: Trajektorie durch )
was nach Integration zur Beziehung
:Bgye_%(’”"'y) =K (1.2)

fiihrt. Sie ist Ausgangsgleichung zur Bestimmung der Trajektorien rund um den
Gleichgewichtspunkt G(c, a) im ersten Quadranten, wobei die Integrationskonstante
K jeweils durch Vorgabe eines Punktes der Trajektorie festgelegt wird.

Wir geben drei Losungsvarianten an und wagen am Schluss ihre Vorteile gegeneinan-
der ab.

1 Erste Variante

Zu bestimmen sei die Trajektorie durch den Punkt

a
Q0 < zp <,y = ;wo). (1.3)

Beachte, dass nach (1.1)

(@)~ Semw =

Zu ihrer Darstellung wahlen wir als Parameter
s=z+y. (1.4)

Aus (1.2) ergeben sich
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Abbildung 2: [sq, s
und die Hauptgleichung
f(x,s) ::xﬁ(s—x)e s =K, (1.6)

die nach x aufzulosen ist.

1.1 Variabilitatsintervall des Parameters s

Die Funktion f(z,s) ist bei festem s > 0 fiir z < s nichtnegativ und nimmt fir

c
= S
a+c
ihr Maximum an
= = L = a ¢ 2 §+1 75 ]_
#(5) = fmax f(a+cs’s) a+c<a+c> e (L7)
sodass sich als Lasbarkeitsbedingung fir die Hauptgleichung (1.6)
K < p(s) (1.8)
ergibt, wobei fiir
5§=51:=8Q= ot Cxo (1.9)
c
nach (1.5) und (1.7)
gilt. Dies ist auch noch fir s = sy = sg der Fall, ein Wert, der sich gemass

Abbildung 2 ergibt. Damit ist schon einmal das Variabilitatsintervall des Parameters
s abgesteckt.
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Abbildung 3: z = x;(s)

1.2 Losung der Hauptgleichung

Zur Bestimmung der beiden Werte z = z;(s), die zu einem Parameterwert s in
[s1, 2] gehoren, ist im sz f-Raum die Flache f = f(z,s) mit der Ebene f = K zu
schneiden, wie in Abbildung 3 skizziert. Damit und mit y = y;(s) = s — z;(s) ist
dann die Trajektorie durch @@ gegeben.

Rechnerisch bediene man sich zur Auflésung der transzendenten Gleichung (1.6)
des Newtonschen Verfahrens.

1.3 Ein Spezialfall

Der Spezialfall ¢ = a ist durch erhebliche Vereinfachungen gekennzeichnet. Die
Trajektorie um den Gleichgewichtspunkt G(a,a) durch den Punkt

Q0 < zy < a,yo = o) (1.11)

verlauft symmetrisch zur Winkelhalbierenden y = x, wie in Abbildung 4 dargestellt.
Die Integrationskonstante K in (1.5) nimmt den Wert

K = gle a™ (1.12)
an und die Hauptgleichung
fla,s)=z(s —z)e s = K < 2> — sz + Kea =0 (1.13)
ist eine quadratische Gleichung mit Diskriminante

D =s®>—4Kea. (1.14)
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Abbildung 4: Trajektorie bei ¢ = a
Mit
S 82 _ s

©(8) = fmax = f(i,s) =qe e (1.15)

hat man als Losbarkeitsbedingung
K < p(s)<= D >0. (1.16)

Man bestatigt zunichst ihr Erfiilltsein fir

51 :=5¢Q = 2w < s < 59 = SR, (1.17)

wobei sich so wie in Abbildung 2 ergibt. Geometrisch wird dann wieder im sz f-
Raum die Fliche f = f(z,s) mit der Ebene f = K geschnitten. Rechnerisch ist
hier einfach die quadratische Gleichung (1.13) nach z aufzulésen, was zur ezpliziten
parametrischen Darstellung der Trajektorie fithrt:

1 s 1 s
xi:%ig\/b’?—lﬂ(@;, yi:s—xi:§$§\/s2—4K62, 51 <8< s (1.18)

Weitere Spezialfalle mit expliziter parametrischer Darstellung der Trajektorien findet
man fiir ¢ = 2c und @ = §, wo eine kubische Gleichung zu losen ist und fiir a = 3c
und a = g, wo eine Gleichung vierten Grades zu losen ist. In der Tat kann diese
parametrische Darstellung der Trajektorien fiir alle rationalen Verhiltnisse ¢ auf
die Losung einer algebraischen Gleichung vom Grade a + ¢ zurtickgefiihrt werden,
da die Gleichung (1.6) durch die Variablentransformation y* = z in das polynomiale
Problem
—y T f syt eTs —K =0

iibergeht.
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Aufstellung 1: Losung von (1.1)

1.4 Wiedergewinnung der Zeit
Man bildet nach (1.1) und (1.4)

s=2+y=ar —cy (1.19)

und erhalt damit

ds
dt = m, (1.20)

im Spezialfall ¢ = a nach (1.18) also einfach

dt = ds : (1.21)

taVs? — 4Kea
Wir verlegen den Nullpunkt der Zeitrechnung in den Punkt () und erhalten in
Erginzung zur Trajektorie ¢ = ¢(s) und damit die Lésung von (1.1) wie in Aufstel-

lung 1 dargestellt. Beachte, dass der Integrand in ¢ bei s; und s je einen integrier-
baren Pol aufweist. Vergleiche hierzu auch die fritheren Darstellungen [2, 3].

2 Zweite Variante
Wir wéhlen jetzt zur Bestimmung einer Losung von (1.1) mit Anfangspunkt

S0 <zy <cyp=a) (2.1)
als Parameter die Abszisse x. Eliminiert man wieder die Zeit und setzt

y = an, (2.2)
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Abbildung 5: [&, &]

so erhalt man als Hauptgleichung

f(n,z) = ne*":ﬁe*éw =K, (2.3)
wobei nach (2.1) die Integrationskonstante
K = e_lacée_%’”o. (2.4)
Mit
p(2) = frmax = f(1,2) = ¢ 'aie a" (2.5)
lautet die Bedingung fiir die Auflésbarkeit von (2.3) nach 7
K < ¢(z). (2.6)
Setzt man
x = ck, (2.7)
so vereinfacht sich dies zu
ge=t > %e‘%‘), (2.8)
was gemass Abbildung 5 fiir
f=="<E<@ (2.9)

der Fall ist. Geometrisch ist zur Losung der Hauptgleichung (2.3) fir zp < x <
x1 = ¢€1 im znf-Raum die Flache f = f(n,z) mit der Ebene f = K zu schneiden.
Dies zeigt Abbildung 6. Rechnerisch bedeutet das die Auflésung von

ne T = i671, (2.10)

p(x)
was nach (2.6) moglich ist. Besonders beachtenswert ist, dass sich alle Rechnungen,
sowohl die Bestimmung von &; nach (2.8) als auch von y = y;(z) = an;(x) nach
(2.10), einzig mit den tabellierten Losung 2 der transzendenten Gleichung xe * =k
bewerkstelligen lassen, und dies fur beliebige zy < ¢,a,c. Fir eine Vertiefung vgl.

[4] und [5].
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Abbildung 6: n = ny(x)

k T )

0 0 o0
0.05 | 0.0527 | 4.4998
0.10 | 0.1118 | 3.5772
0.15 | 0.1795 | 2.9936
0.20 | 0.2592 | 2.5426
0.25 | 0.3574 | 2.1533
0.30 | 0.4894 | 1.7813
0.35 | 0.7166 | 1.3497
e ! 1 1

Aufstellung 2: Losung von ze ™ =k
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Aufstellung 3: Lésung von (1.1)

2.1 Bestimmung der Zeit
Nach Bestimmung der Zeit ¢ = t(z) aus
& = xla — y(v)]

ergibt sich die Losung von (1.1) aus Aufstellung 3.

3 Dritte Variante

Es sei noch eine dritte Methode zur Losung der Rauber-Beute-Gleichungen (1.1)
angefithrt. Auch sie ist ganz elementar. Man wahle als Parameter die Steigung m

einer Geraden durch den Gleichgewichtspunkt G(c,a)

y—a
r —cC

m =

(3.1)

gemiss Abbildung 7. Elimination der Zeit aus (1.1) und Auflésung von (3.1) nach

y 1

Tay = Kea@ty)
Y = mr+a—mc

bestimmen die Trajektorie. Sie fithrt durch

S(0 < zy < c,yp =a)

fir

K = axge_%(xo"'“).

Die Hauptgleichung lautet jetzt

f(z,m) := x4« (mz +a —mec)e =

L((m+1)z+a—mc) - K.

(3.2)
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Abbildung 7: m als Parameter
Man berechnet .
¢ = fmax = f(c,m) = acae” a(@+0) (3.6)
und erkennt, dass mit zg < c die Bedingung
K<y (3.7)

erfiillt ist, was die Losbarkeit der transzendenten Gleichung (3.5) sichert. Im mz f-
Raum wird die Flache f = f(x, m) mit der Ebene f = K geschnitten, wie Abbildung
8 zeigt.

3.1 Wiedergewinnung der Zeit
Zur nachtriglichen Wiedergewinnung der Zeit bildet man nach (3.1) und (1.1)

i) iy —a)
(@~ )2

= y+m2x.

Aus p
dt = y(m) + m2z(m) (38)

erilt man ¢t = t(m) und damit die Lésung von (1.1). Der Wert zp > ¢ ergibt sich
fir m = 0 mit zg = 2o < ¢ aus der Gleichung

1

f(z,0) =K < ze o = zToe 0,

wahrend y, < @ und y,, > a die beiden Losungen der Gleichung

c zQ

_1 _c ¢ _To _
ye @Y =c deaK =x5e ac

c c _
agaqe 1
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Aufstellung 4: Losung von (1.1)
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Abbildung 8: z = x;(m)

sind, deren Losbarkeitsbedingung

erfullt ist.

Beachte, dass jetzt der Integrand in t keinen Pol aufweist, um den Preis des
Auftretens unendlicher Integrationsintervalle.
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