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Introduction

Cette these traite principalement des triangulations idéales des variétés topologiques
de dimension 3 et des informations sur la possibilité d’associer a une telle variété une
structure hyperbolique. Trianguler une variété de dimension 3 consiste en la décomposer
en union de tétraedres et encoder le recollement des faces et arétes. La procédure inverse
est aussi pratiquée : obtenir une variété topologique de dimension 3 a partir d’accolement
de tétraedres. Dans les deux cas, I'idée est d’étudier ou d’obtenir un objet « compliqué > a
partir des objets de dimension 3 les plus simples qui soient, les tétraedres. Dans cette these
nous abordons principalement le cas des variétés de dimension 3, mais une procédure
analogue existe en toute dimension, ou les tétraedres sont remplacés par des simplexes de
bonne dimension. En pratique, plusieurs définitions plus ou moins fortes peuvent porter
le terme générique de triangulation, mais cela sera caché dans le cadre de cette simple
introduction. La figure 1 montre deux exemples de dimension 2 qu’il est intuitivement aisé
de comprendre : la sphére et le tore (bouée ou donut). Voici quelques temps historiques
clés de la progression dans ce domaine de recherche.

Gz

FIGURE 1 — En (a), une triangulation de la sphére; en (b), une triangulation du tore

L’histoire commence en 1895, avec Poincaré qui pose dans Analysis Situs les fonde-
ments de la topologie algébrique, et en 1899 dans Complément a I’Analysis Situs (le pre-
mier des cing compléments), il se pose notamment la question, en formulation moderne :
toute variété lisse admet-elle une triangulation? C’est par ailleurs aussi dans Analysis
Situs et ses cinq compléments, que sont définies les notions de groupe fondamental et
d’homologie simpliciale, et que 'auteur se pose une question rendue célebre par la suite
via sa reformulation en conjecture, dite conjecture de Poincaré. Dans ce contexte, la mo-
tivation des triangulations prend tout son sens. En 1908, Steinitz et Tietze formulent la
conjecture suivante, appelée [’Hauptvermutung (conjecture principale en allemand) : deux
triangulations d’un espace triangulable ont une subdivision commune (qui est une tri-
angulation de lespace de départ). En 1912, Gieseking [9] propose un exemple de variété
hyperbolique complete de dimension 3 en accolant des faces de tétraedres. Cette variété est
non-orientable et son revétement double est homéomorphe au complémentaire du nceud
de huit. En 1924, Kneser généralise aux variétés topologiques la question de Poincaré re-
lative aux triangulations et en 1925, Rado6 répond partiellement a ces deux questions :
Si M est une variété topologique de dimension 2, M est triangulable de maniére unique



2 Introduction

a subdivision pres [29]. En 1931, Lobell construit le premier exemple de variété hyper-
bolique fermée de dimension 3 en accolant huit copies d’un polyedre hyperbolique a 14
faces et a angles droits. Seifert et Weber en 1933, [40], construisent une variété hyperbo-
lique en accolant des faces d’'un dodécaedre. En 1952, Moise démontre que toute variété
topologique de dimension 3 admet une unique structure de variété lisse et la classifica-
tion a homéomorphisme ou difféomorphisme pres coincident. De plus, toute variété de
dimension 3 est triangulable de maniére unique a subdivision pres [23]. En 1969, Kirby et
Siebenmann, [14], proposent des conditions nécessaires pour I'existence et 'unicité des tri-
angulations de variétés topologiques de dimension supérieure ou égale a 5. Ils en déduisent
que pour des variétés de dimension supérieure a 6, une méme variété peut avoir plusieurs
triangulations non-équivalentes. En 1961, Milnor démontre grace a la torsion de Reidmes-
ter que I’Hauptvermutung est fausse si 'on n’exige pas que ’espace en question soit une
variété [21]. En 1968, Mostow [25], démontre le théoreme dit de rigidité, dont voici une
reformulation équivalente :

Théoreme 0.0.1 Si M et N sont deur variétés Riemanniennes compactes de courbure
négative constante et de dimension supérieure ou égale a 3, et si ¢ : M — N est un
difféomorphisme, alors ¢ est isotope a une isométrie.

Il est équivalent de dire que s’il existe un isomorphisme entre le groupe fondamental de
M et celui de N, alors il est induit par une unique isométrie entre M et N. Un travail
de Prasad (1973, [28]) et de Marden (1974, [18]) permet d’étendre ce résultat aux variétés
hyperboliques de volume fini. En 1971, Best propose d’autres exemples de variétés hyperbo-
liques obtenues en acollant des polyedres, [5], et Maskit énonce des conditions nécessaires
et suffisantes pour que le recollement d’un polyedre induise une structure hyperbolique
sur la variété, [19]. En 1975, Seifert énonce des conditions nécessaires et suffisantes pour
que, plus généralement, le recollement de plusieurs polyedres induise une variété hyper-
bolique [35]. En 1975, Riley démontre que le complémentaire du nceud de huit admet une
structure hyperbolique compléte [31] et en 1979, il montre que les complémentaires des en-
trelacs de Whitehead et des anneaux Borroméens ont une structure hyperbolique complete
[32]. En 1976, I'étude des variétés de dimension 3 prend un tournant avec la conjecture
de géométrisation de Thurston, affirmant que l'intérieur de toute variété compacte de di-
mension 3 peut étre décomposé, de maniére canonique, en morceaux que ’on peut munir
d’une géométrie connue parmi une liste de huit ; 'une d’entre elles étant la géométrie hy-
perbolique. La décomposition en question se fait premierement le long de spheres, puis le
long de tores. En 1978, Thurston donne un cours a Princeton dont sont issues les fameuses
Princeton notes, [36], le coeur théorique de ce travail de theése. Il y propose notamment
la premiere triangulation du complémentaire du nceud de huit et définit les équations de
recollement et de complétudes décrites et étudiées dans cette these. En 1982 [37], Thurston
publie les grandes lignes de la démonstration d’un cas particulier de cette conjecture, le
théoreme dit d’hyperbolisation, sans jamais en publier une preuve complete (il en explique
les raisons ainsi qu’un point de vue intéressant sur la communication entre mathématiciens
dans [38]) :

Théoreme 0.0.2 Soit M une variété compacte de Haken de dimension 3. L’intérieur
de M admet une structure de variété hyperbolique compléte si et seulement si M est
atoroidale. De plus, le volume de M est fini si et seulement si le bord de M est une
union (éventuellement vide) de tores.

Notons qu’une variété M est atoroidale si tout tore incompressible est homotope & une
composante de bord de M, ce qui est le cas si M est le complémentaire dans S® d’un noeud
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ni torique, ni satellite ; une variété de Haken est une variété compacte incluant une surface
incompressible. Le théoréme de rigidité, le théoreme d’hyperbolisation et la conjecture
de géométrisation munissent la géométrie hyperbolique d’une importance capitale dans
I’étude des variétés de dimension 3. De surcroit, si la conjecture de géométrisation est
vraie, alors la conjecture de Poincaré I’est aussi. Gucul en 1979, Monlnar en 1989, Aitchi-
son et Rubinstein en 1990-1992, puis Everitt en 2004, construisent d’autres exemples de
variétés hyperboliques completes [24, 1, 2, 7]. A la fin des années 80, Weeks publie le code
source de SnaPea, logiciel d’étude des variétés de dimension 3 qui inclut un algorithme de
triangulation idéale de complémentaire de nceuds. Depuis leur publication, les équations
de recollement ont été intensivement étudiées, par exemple [15, 16, 26, 27, 33, 34]. En
1982, Freedman construit une variété de dimension 4, la variété E8, qui n’est pas triangu-
lable [8]. Puis, les travaux de Donaldson de 1983, [6], impliquent qu’il existe des variétés
topologiques de dimension 4 qui ont une infinité de triangulations différentes. En 2003,
Perelman met en ligne trois articles qui démontrent la conjecture de géométrisation de
Thurston. En 2013, Manolescu démontre qu’il existe des variétés compactes de dimension
supérieure ou égale & 5 qui ne sont pas triangulables [17].

Dans le chapitre 1, nous rappelons dans une premieére section, les notions de base de
la géométrie hyperbolique. Ces notions sont bien connues et abondamment présentes dans
la littérature mathématique. Nous les présentons de maniére concise, en nous restreignant
aux informations utiles par la suite et en omettant les preuves lorsqu’elles n’éclairent pas
la compréhension globale. Nous commengons donc par décrire les différents modeles de la
géométrie hyperbolique : modele de 'hyperboloide, modele de la boule de Poincaré, modele
du demi-espace supérieur. Sont ensuites définies et classifiées les isométries préservant
l'orientation de I’espace hyperbolique de dimension 3, H3, en passant par une description
précise du bord de H?. Nous terminons cette section par la définition d’horosphere et de
simplexe idéal, notions utilisées a de nombreuses reprises par la suite. Dans la deuxieme
section de ce méme chapitre, nous abordons la théorie des variétés géométriques. A partir
du rappel de la définition d’objets propres aux espaces métriques tels que les géodésiques,
nous définissons les espaces géométriques, dont ’exemple le plus connu est I’espace eu-
clidien. Nous consacrons ensuite une section aux groupes discrets et a leurs propriétés,
sans démonstration ; avant de définir la notion clé de (X, G)-variété, ou X est un espace
géométrique simplement connexe et G est un groupe de similitudes de X, et d’en étudier,
en les démontrant, les propriétés utiles dans le cadre de ce manuscrit. S’en suivent les
définitions et propriétés d’application développante et d’holonomie, nécessaires a 1’étude
de la géométrie et de la complétude des (X, G)-variétés géodésiquement connexes, theme
par lequel nous terminons ce chapitre, toujours en démontrant la plupart des résultats.

Le chapitre 2 porte sur les triangulations de 2-variétés et 3-variétés. Nous commencons,
dans la premiere section, par définir les différentes triangulations utilisées dans ce travail
de doctorat : triangulations de 2-variétés, et deux types intrinsequement liés de triangu-
lations de 3-variétés : H-triangulations et triangulations idéales. Nous énongons ensuite,
sans le démontrer, un théoreme liant les triangulations de variétés et les structures de
(X, G)-variétés. Dans la section qui suit, nous présentons un algorithme permettant d’ob-
tenir des triangulations & partir d’un noeud, K, dans la sphere de dimension 3, S : soit
une H-triangulation du couple (S3, K), soit une triangulation idéale du complémentaire
de K dans S®; et nous appliquons cet algorithme au nceud de huit et au noeud de trefle
(troisieme section). Dans la quatrieme section de ce chapitre, nous présentons les équations
de recollement de Thurston : équations polynomiales permettant de décrire I’ensemble des
structures hyperboliques dont peut étre munie un complémentaire de noeud, et obtenues
a partir d’'une triangulation idéale. Nous traitons aussi, en démontrant 1’ensemble des
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résultats, d’une équation polynomiale supplémentaire qui permet de déterminer laquelle
des solutions aux équations de recollement de Thurston correspond a une structure hyper-
bolique complete, si elle existe. Enfin, nous démontrons la proposition 2.4.10 qui permet
de retrouver toutes les équations polynomiales précédemment mentionnées a partir d’une
H-triangulation ; il s’agit du premier résultat original de cette these.

Enfin, dans le chapitre 3, nous reprenons tres sommairement l’ensemble des notions
utiles, afin de rendre le chapitre autocontenu, puis nous abordons la construction du prin-
cipal résultat de cette these. Il s’agit dans un premier temps de se référer a un travail
précédemment publié de Rinat Kashaev, & savoir la construction d’un anneau, Ry, & partir
d’une H-triangulation d’un couple (M, K); construction purement algébrique et motivée
par la possibilité de définir des représentations du groupe du noeud dans GL(2, Ry). L’an-
neau Ry n'est par construction, pas nécessairement commutatif. Il ne 'est par exemple
pas pour le nceud de huit. Ensuite, nous démontrons que ’abélianisé de cet anneau est
isomorphe a I'anneau des fonctions rationnelles sur ’ensemble des solutions des équations
de recollement de Thurston, si la variété M est une sphere d’homologie entiere. Nous
terminons avec des exemples de couple (M, K) ou M n’est pas une spheére d’homologie
entiere, et pour lesquelles ce théoreme est faux. Ce dernier chapitre constitue a peu de
modifications pres, un article soumis & une revue a comité de lecture.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Géométrie hyperbolique

Dans cette these, nous allons beaucoup parler de structure géométrique dont peut étre
munie une variété. Il en existe plusieurs, la plus connue étant bien entendu la géométrie
Fuclidienne, mais il existe deux autres grandes géométries : la géométrie sphérique et
la géométrie hyperbolique. Cette derniere sera celle qui va le plus nous intéresser. Ces
géométries sont définies sur des variétés Riemanniennes de courbure 0 pour la géométrie
Euclidienne ; 1 pour la géométrie sphérique; -1 pour la géométrie hyperbolique.

La dimension 3 sera la plus longuement abordée : ’espace hyperbolique de dimension 3
est 'unique variété Riemannienne connexe et simplement connexe, compleéte et de courbure
constante égale a -1.

La surface de révolution immergée dans R?, de courbure -1, la plus pratique afin de com-
prendre localement la géométrie hyperbolique est la pseudosphére : la surface de révolution
engendrée par une tractrice, a savoir une courbe plane définie par la propriété que la dis-
tance entre un point de la courbe et I'intersection de la tangente en ce point avec ’axe des
abcsisses est constante. Cette surface n’est pas complete, c’est a dire qu'une géodésique
entre deux points ne peut pas étre prolongée a l'infini. Cela dit,

Théoréeme 1.1.1 Hilbert, 1901 Aucune surface C?> compléte, de courbure -1 ne peut étre
plongée dans R3.

Ainsi, chacun des modeles de géométrie hyperbolique planaire dans R? consiste & dis-
tordre I'espace (de maniére analogue, différentes cartes représentent la Terre en conservant
les angles, ou les aires, etc.). Nous allons donc décrire certains modeles isométriques d’es-
paces de dimension n en supposant toujours n > 2.

Définition 1.1.2 L’espace hyperbolique de dimension 3, noté H?, est l'unique variété Rie-
mannienne de dimension 8 qui vérifie les trois conditions suivantes :

1. H3 est connexe et simplement conneze ;
2. H? est compléte;

3. H? est de courbure sectionnelle constante et égale d -1.

La section sur I’espace hyperbolique est classique, de nombreuses informations détaillées
peuvent étre trouvées dans de précieux ouvrages. J’ai essentiellement suivi [4]. La section
sur les variétés suit [30]. Ces notions sont traitées de maniére plus ou moins détaillée, mais
tout aussi intéressantes dans [4, 36, 39].
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1.1.1 Modele de I’hyperboloide
Soit R™*! muni de la forme bilinéaire symétrique
n
(@ly)(n,1) = Z ZTiYi — Tn+1Yn+1
i=1
et considérons I’ensemble
I, = {.’L’ € IRn_‘_l|<‘IL‘|1”>(7’L,1) =-—Lzp4 > O}a
et son espace tangent :
1.1, = {y € Rn+1|<x’y>(n,l) = 0} = {m}L

Un calcul simple permet de montrer que (.|.)(,,1) se restreint a un produit scalaire
sur {z}*, dont la métrique associée est différentiable; et munit donc I,, d’une structure
de variété Riemannienne. Nous noterons I", I’ensemble I,, muni de cette structure. Et la
distance hyperbolique, d;, entre deux points = et y de I, s’écrit

coshdr(z,y) = —(@|y) (n1)-

Soit O(n, 1) le groupe d’isomorphismes linéaires de R™*! qui préservent ([-)(n,1)- Le
groupe d’isométries de I" est le sous-groupe de O(n, 1) qui laisse I" invariant.

Une géodésique dans I est une intersection non vide entre un sous-espace vectoriel
R? C R et I,,.

1.1.2 Le modéle de la boule de Poincaré

Soit 7 la restriction & I"™ de la projection stéréographique selon le point (0,...,0,—1),
de R™"! sur R™ x {0} (nous omettrons en fait la derniére coordonnée) :

7T(l‘) — ( 1, ) n)
1+ xp41
7 est alors un difféomorphisme de I™ vers la boule euclidienne ouverte D" = {z €

-1

R™| |Jz|| < 1}. Cette boule munie de la métrique induite par 7~ sera notée D™. La distance

dp dans ce modele s’écrit

1+ 2]z — y|
(1=l l*)(T = llylI*)

coshdp(x,y) =

ou ||| est la norme euclidienne sur R™.
Dans ce modele, les géodésiques sont les droites et les arcs de cercles orthogonaux au
bord.

1.1.3 Modele du demi-espace supérieur

Soit i P'inversion par rapport & la sphere de centre —e,, et de rayon /2 :

T+ e,

7L:D"—>R",JU»—>272
|z + enl|

_en

ot e, = (0,...,0,1) et ||.|| est la norme euclidienne sur R".
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Cette inversion est un difféomorphisme de D™ vers I = {x € R" : 2,, > 0}. Nous

noterons IT™* ce demi-espace supérieur muni de la métrique induite par i ~!, & savoir
2
r—Yy
coshdm(z,y) =1+ Iz = vl
2ZnYn

ot ||.]| est la norme euclidienne sur R”.
Dans ce modele, les géodésiques sont les parties de demi-cercles orthogonaux au bord
et les droites verticales.

1.1.4 Isométries

Le groupe d’isométries d’une variété Riemannienne M sera noté Z(M), et ZH (M)
représentera le groupe d’isométries préservant ’orientation. Le groupe d’isométries d’une
variété Riemannienne est par définition I’ensemble suivant muni de la loi de composition :

{f: M — M]|f est bijective et
Vo e M,Vv,w € T, M, <dacf(v)|dwf(w)>f(a:) = <v|w>ft}7

ou T, M est I'espace tangent a M en z, (.,.), est le produit scalaire défini sur T, M et d, f
est la différentielle de f en z. Ou, de manieére équivalente :

{f: M — M]|f est bijective et
Va,y € M. d(f(z), f(y)) = d(z,y)}-

1.1.5 Dimension 3

Les variétés de dimension 3 sont celles qui vont le plus nous intéresser par la suite,
nous allons donc nous attarder un peu sur ce cas; notamment en étudiant les isométries
de H3. Placons-nous dans le modele du demi-espace supérieur. Les isométries de IT>+ sont
des difféomorphismes conformes qui préservent R3, soit des applications de la forme

€5 A (ﬁ f) r(€) + (3)

oun A€ O(2,R), A >0, <0> € R3 et r est soit 'identité, soit une inversion par rapport a

une sphere orthogonale & 9T+,
I3+ peut étre vu comme sous-ensemble des quaternions, H, et cela est utile afin de
déterminer ZH(IT37) :

%" = {z +iy + jt + ks € H|s = 0,t > 0}.

Avec cette notation, les isométries qui préservent l'orientation s’écrivent de la méme
maniére que précédemment, avec A € SO(2,R) et r est soit 'identité, soit la composition
d’une inversion par rapport a une sphere orthogonale & OII> 7 et la réflexion z+jt — Z+jt.
Rappelons que par définition, PSL(2,C)=SL(2,C)/{£Id}.

Théoréme 1.1.3 Soit l'application ® : PSL(2,C) — ZT(I1>) :

® (i Z) & (g +b)(cE +d) !

ot le produit et l'inverse sont ceux de H. Alors ® est un isomorphisme de groupes.
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Preuve Premierement, un calcul direct en utilisant les regles de H permet de montrer
que ®(AB) = ®(A) - (B).
Pour montrer que I'image de ® est bien incluse dans Z(IT3"), nous allons utiliser la

propriété de tout élément (Z Z) de PSL(2,C), ou ¢ # 0, de se décomposer en

(0= 06

et il suffit de montrer que chacune de ces deux matrices de droite a une image par ¢ qui
est un difféomorphisme conforme qui préserve II>% et préserve I’orientation.

Soit ¢ € II>t, alors
a —1 . 1

est bien conforme, préserve l’'orientation et préserve II3T, car —¢~1 € I3+,
Ecrivons € = z + jt, alors

2
o (5 2)©=laP (e tit) 0

qui est bien conforme, préserve I'orientation et préserve II3 7.
Montrons maintenant que ® est injective :

Soit (CCL Z) € PSL(2,C) telle que ® (CCL Z) =1d € PSL(2,C). Autrement dit, pour

tout & € I3+

(a€+b)(ct+d) ' =¢
Notons RT = {z € Rjz > 0}. Si £ = jt ot t € RT, on a ¢ = 0. Il s’ensuit, grace a I’égalité
ad—bc=1,queb=0,a’>=1et d ' =a. Donc

(¢ 0)=+6 1)

toutes deux dans la classe d’équivalence de 'identité dans PSL(2,C).
Enfin, ® est surjective : Reprenons I’écriture suivante pour un élément de Z+(II37) :

£ (‘3 ?) r(€) + (8)

avec A € SO(2,R) et r est soit 'identité, soit la composition d’une inversion par rapport
A une sphere orthogonale & OII>T et la réflexion z + jt — Z + jt. Nous en déduisons que
cet élément de ZT(I13*) peut s’écrire sous la forme

§ = @(B)(r(¢))
B

ou B € PSL(2,C) s’écrit sous la forme _1>. 11 suffit donc de s’assurer que 7(§&)

@
0
se trouve dans I'image de ®. Il est clair que 'application identité est dans I'image de ®.
Sans perte de généralité, au prix d’'une conjugaison par un élément de 'image de ®, on
peut supposer que 7 est la composition de la réflexion z + jt — Zz + jt avec 'inversion par

rapport a la sphere de centre 0 et rayon 1. Une telle inversion est donnée par £ — %

§|2 )
donc r est 'application

. zZ+jt 0 i
€:Z+Jt'_>|z|2—|—|t|2:¢<i 0> (&)

Cela conclut la preuve. O
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1.1.6 Le bord de H?

Les modeles de la boule de Poincaré et du demi-espace supérieur ont topologiquement
un bord. Géométriquement, c’est en quelque sorte un bord < a l'infini > qui a un sens,
et nous appellerons des points de JH3, des points & l’infini. Soit S l’ensemble des arcs
géodésiques de H? paramétrisés sur [0, 0o, et ~ la relation d’équivalence sur S suivante :

71~ 72 & Sup d(71(t),72(t)) < o0
Alors, OH? = S/ ~. Si un point est & I'infini dans H?, alors on dira que c’est un point
final d’une géodésique appartenant a la classe d’équivalence de ce point. Toute géodésique
a exactement deux points finaux ; et deux points donnés de OH?, distincts, définissent une
unique géodésique finissant en ces deux points.

Dans le modele de la boule de Poincaré, le bord de H? est difféomorphe & la sphere de
dimension 2; dans le modeéle du demi-espace supérieur, 0H? ~ PC! ~ C U oo.

Rappelons qu’une action d’un groupe G sur un ensemble X est dite n-transitive si quel
que soit un n-uplet (x1,...,x,) et quel que soit un n-uplet (yi,...,yn), il existe un élement
g € G tel que pour tout ¢ entre 1 et n, x; = g.y;. L’action est dite strictement transitive si
de plus un tel g est unique.

Notons H3 = H3UJH?, alors les isométries de H? ont la propriété suivante intéressante :

Proposition 1.1.4 Toute isométrie de H? s’étend en un difféomorphisme de H3 et est ca-
ractérisée par sa restriction au bord. De plus, laction de Z+(H?) sur le bord est strictement
3-transitive.

1.1.7 Classification des isométries préservant 1’orientation

Les isométries hyperboliques qui préservent I'orientation se classifient en fonction du
nombre de leurs points fixes :
e si ¢ a un point fixe dans H?, alors ¢ est elliptique ;
e si ¢ n’a aucun point fixe dans H?, mais en a un unique sur le bord, alors ¢ est parabolique ;
e si ¢ n’a aucun point fixe dans H?, mais en a deux sur le bord, alors ¢ est hyperbolique.
Et c’est une propriété classique des isométries de H3 préservant lorientation de vérifier
I'un de ces trois points.

1.1.8 Horospheres

Soit p un point & 'infini de H?3. Une surface connexe orthogonale & toutes les géodésiques
se terminant en p sera appelée horosphére centrée en p. Dans le modele de la boule de Poin-
caré, une horosphere centrée en p est une sphere euclidienne tangente a4 OH? en p. Dans
le modele du demi-espace supérieur, une horosphere centrée en p € C C 9% est une
sphere euclidienne tangente en p & OII>T ; une horosphére centrée en oo est un plan eu-
clidien horizontal. L’intérieur de la boule délimitée par une horosphere est une horoboule.
La restriction de la métrique hyperbolique de H? & une horosphere induit une métrique
euclidienne sur ’horosphere. De plus, la restriction a une horosphere d’une isométrie pa-
rabolique fixant le centre de cette horosphere agit comme une isométrie euclidienne sur
cette horosphere.

1.1.9 Simplexes idéaux

L’enveloppe convexe de 4 points dans H3 est un tétraddre hyperbolique. Si les quatre
sommets sont sur le bord de H?, & I'infini, on dit que le tétraédre est idéal. Dans ce cas,
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le birapport des coordonnées de ses sommets le caractérise a isométrie pres. De maniere
équivalente, la classe d’équivalence isométrique d’un tétraedre idéal est determinée par ses
angles diédraux. La somme des trois angles diédraux autour d’un sommet est de 7w et cela
implique facilement que deux angles diédraux associés a deux arétes opposées sont égaux.
Trois angles diédraux dont la somme vaut 7 suffisent donc & caractériser un tétraedre
idéal, notons les «, 3,~. Le volume d’un tétraedre idéal A est alors donné par la formule
de Milnor [22].

vol(A) = A(e) + A(B) + A(9)

ou A(z) = — [ log |2sint|dt est la fonction de Lobachevsky. Le volume maximal pour un
tétraedre est obtenu quand a = 8 = v; un tel tétraedre est dit régulier. Si au moins deux
sommets du tétraedre sont confondus, le tétraedre est dégénéré, son volume est nul.

1.2 Variétés

1.2.1 Espaces métriques

L’ensemble des structures hyperboliques dont peut étre munie une variété se détermine
notamment grace aux notions d’holonomie et d’application développante. L’objet de cette
section est de parvenir a la compréhension de ces notions.

Commencons par se doter d’outils utiles. Soit X un espace métrique. Soit A : R — X
une application préservant localement la distance, alors on dira que l'application A est
une droite géodésique et que son image est une géodésique. Soit « : [a,b] — X (a < b),
une application qui préserve les distances, alors on dira que l'application « est un arc
géodésique, et que son image est un segment géodésique. X est dit espace géométrique s’il
satisfait les conditions suivantes :

(i) Toute paire de points distincts de X peut étre reliée par un segment géodésique dans
X ; on dit que X est géodésiquement conneze.

(ii) Tout arc géodésique v : [a,b] — X s’étend en une unique droite géodésique A : R —
X ; on dit que X est géodésiquement complet.

(iii) Notons E™ I’espace euclidien de dimension n et la boule B(0, k) = {z € R"|||z|| < k}.
Il existe une fonction continue ¢ : E™ — X et un réel £k > 0 tel que € envoie
homéomorphiquement B(0, k) sur B(e(0), k) ; de plus, pour chaque u € S"~ !, 'ap-
plication A : R — X définie par e(tu) est une droite géodésique qui se restreint en un
arc géodésique sur [—k, k].

(iv) Pour toute paire de points z,y € X, il existe une isométrie ¢ telle que ¢(z) = y; on
dit que X est homogene.

Ces quatre propriétés des espaces géométriques ne sont pas sans rappeler les quatre
premiers postulats de la géométrie euclidienne...

Les espaces euclidiens, sphériques ou hyperboliques sont des espaces géométriques.

Un changement d’échelle ¢ d’un espace métrique X vers un espace métrique Y est une
application telle qu’il existe k € R tel que pour tout z,y € X,

k est alors appelé facteur d’échelle. Si de plus ¢ est bijectif, on dira qu’il s’agit d’une
similitude.
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1.2.2 Groupes discrets

Soit X un espace métrique. Dans ce qui suit, nous munirons le groupe Z(X) de la
topologie compacte ouverte définie par la prébase constituée des ensembles suivants : Pour
tout compact K et tout ouvert U,

Vv =19 € Z(X)|g(K) C U}

La base d’ouverts de la topologie compacte ouverte est donc constituée de toute intersection
finie de ces ensembles.

On dit qu’un groupe topologique I' agit discontinument sur un espace topologique X, si
Paction de I est telle que pour tout sous-ensemble compact K de X, KNgK # () seulement
pour un nombre fini d’éléments g € I'. Dans le cadre d’un sous-groupe de similitudes d’un
espace métrique X, on dira que I' est discontinu s’il agit discontinument.

Un groupe topologique I' est dit discret quand tous ses points sont des ouverts. Ce qui
est équivalent au fait que {1} est un ouvert de T

Soit I un sous-groupe de Z(X), notons I'z 'orbite du point z € X par l'action de T,
et X/I" ’ensemble des orbites de I’action de I' sur X.

Théoréme 1.2.1 Si T’ est discret, l'application suivante définit une distance sur X/T" :

dr: X/TxX/IT — R
(F'z,Ty) +— inf, serd(ve, dy)

Proposition 1.2.2 (i) SiT agit discontinument sur un espace métrique X, alors chaque
orbite est un sous-ensemble discret de X.

(i) Si T est un groupe de similitudes d’un espace métrique X, alors T' est discontinu si
et seulement si d’une part chaque stabilisateur de X est fini, et d’autre part chaque
orbite est un sous-ensemble discret fermé de X.

On dit qu’un groupe I' agit librement sur un ensemble X si le groupe stabilisateur
I'y = {g € I'|gz = z} est trivial pour tout z € X.

Une isométrie locale £ : X — Y entre deux espaces métriques, est une application telle
que pour tout x € X, il existe r > 0 tel que £ envoie isométriquement une boule ouverte
de centre z et de rayon r sur une boule ouverte de centre £(z) et de rayon 7.

Théoréme 1.2.3 Soit X un espace métrique et I' un sous-groupe de Z(X) agissant libre-
ment et discontinument sur X. Alors lapplication quotient

X = X/T

est une isométrie locale et un revétement. De plus, st X est connere I' est le groupe
d’automorphismes du revétement .

Théoreme 1.2.4 Si X est un espace géométrique simplement connexe, et I' un groupe
discret d’isométries agissant librement sur X, alors il existe un isomorphisme 71 (X/T') —

r.

Théoreme 1.2.5 Soit X un espace géométrique simplement connexe et I'y,'s deuz sous-
groupes discrets de Z(X) agissant librement, alors X/T'1 et X/T'y sont isométriques si et
seulement si I'1 et 'y sont conjugués dans Z(X).
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1.2.3 (X, G)-variétés

Soit X un espace géométrique simplement connexe et G un sous-groupe du groupe des
similitudes sur X. Soit M une variété topologique. On dit alors qu'un (X, G)-atlas de M
est une famille ®, de cartes ¢; :

O ={¢;: U = X}

telle que

(i) chaque U; est un ouvert connexe de M ; on dira qu'il s’agit d’un voisinage de coor-
données ;

(ii) 'ensemble des {U;}; est un recouvrement de M ;
(iii) chaque carte est un homéomorphisme d’un ouvert de M vers un ouvert de X ;

(iv) si U;NU; # 0, alors 'application
bji = ¢id; '+ ¢i(Us N U;) — (Ui N Uy)

est égale & la restriction d'un élément de G sur ¢;(U; N Uj). Une telle application ¢j;
est appelée changement de coordonnées.

Proposition 1.2.6 Soit X un espace métrique connexe et géodésiquement complet. Si g
et h sont des similitudes de X qui coincident sur un sous-ensemble W ouvert, non vide,
de X, alors g = h.

Preuve Soit ¢ = gh~!. Montrons que ¢ = Id. Remarquons que ¢ fixe tous les points
de W, donc le facteur d’échelle de ¢ est 1. Soit x € X et w € W, tels que = # w. Soit
AR — X une géodésique passant par x et w, alors ¢\ est aussi une géodésique, et elle
coincide avec A sur A~!}(WW). Comme chaque arc géodésique s’étend en une unique droite
géodésique, o\ = A, donc ¢(z) = x. Donc ¢ =Id. O

Proposition 1.2.7 Les changements de coordonnées ont la propriété de coincider avec
un élément de g sur chaque composante conneze de leur domaine de définition.

Preuve Soit ¢;¢; ' : ¢;(U;NU;) — ¢;(U;NU;) un changement de coordonnées, soit C' une
composante connexe de ¢;(U; NUj), et w,x € C. Alors il existe des ouverts Wy, ..., Wy,
de C, tels que w € Wi, x € Wiy, et pour tout k= 1,...,m — 1, Wy N\ Wgy1 # 0 et ;0"
coincident avec un élément g € G sur Wi. Comme g et g1 coincident sur Wy N Wiy 1,
gk = gr+1 pour tout K =1,...m — 1 d’apres la proposition 1.2.6. 0

Soit u € M, nous dirons qu’une carte pour le couple (M, u) est une carte ¢ : U — M,
telle que u € U.

A partir d'un (X, G)-atlas ®, on construit naturellement un atlas maximal ® qui le
contient, et celui-ci est unique : ® est I'ensemble des fonctions ¢ : U — X telles que U est
un ouvert connexe de M, ¢ envoie homéomorphiquement U sur son image, et pour chaque
¢; de P, ¢¢i_1 coincide avec un élément de GG sur un voisinage de chaque point de U; N U.

Une (X, G)-structure sur une variété M est un atlas maximal de M ; une (X, G)-variété
M est la donnée d’une variété M et d’une (X, G)-structure sur M.

Exemple (1) Voici deux exemples de (X, G)-variétés qui nous intéresseront par la suite :
les variétés euclidiennes : X = E" et G = Z(E"), 'ensemble des isométries de E™; et
les variétés hyperboliques X = H" et G = Z(H"), I’ensemble des isométries de H".
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(2) Soit I" un groupe discret d’isométries agissant librement sur un espace métrique de
dimension n, X. Alors I’application quotient 7 : X — X/T" est une isométrie locale, et
X /T est une variété ; c’est méme une (X, I')-variété.

Une (X, G)-variété est dite métrigue si G est un sous-groupe de Z(X). Ainsi définie,
une variété métrique est naturellement un espace métrique :
Tout d’abord, si v : [a,b] — M est un arc sur M, soit

a=tg<t1 < - <ty,=0b

une partition de [a, b], soit Uy, - - - , Uy, un ensemble de voisinages de coordonnées de M tels
que chaque ~y([t;—1,t;]) est dans U;, et ¢; : U; — M les cartes associées, alors la X -longueur
de  est définie ainsi :

m
H7H = Z ‘¢Z"Y|[ti,1,ti}’7
=1

et ne dépend pas du choix de la partition de [a, b], ni des ¢;.
La métrique induite sur M est alors définie par la fonction d : M x M — R,

d(u,0) = inf 1]

ol v parcourt ’ensemble des courbes de u a v.

Une (X, G)-application £ : M — N entre deux (X,G)-variétés est une application
continue qui vérifie : pour toutes cartes ¢ : U — X de M, ¢ : V — X de N telles que
Uung (V) #0,

e AU NETH(V)) = p(E(U)NV)

coincide sur un voisinage de chaque point avec un élément de G.

La (X, G)-structure d’'une variété permet de définir un chemin dans X a partir d’'un
chemin dans M, ce qui constitue un outil indispensable pour I’étude a venir de la géométrie
de M :

Soit ¢ : U — X une carte et v : [a,b] — M un chemin démarrant dans U. Soit une
partition

a=ty<t1 <..<tp=>b

et un ensemble {¢; : U; — X}, de cartes de M telles que ¢ = ¢ et U; contient y([t;—1,t;])
pour tout ¢ = 1, ..., m. Notons g; I’élément de G qui coincide avec ¢;41; sur la composante
connexe de ¢;(U; N Ujy1) qui contient ¢;11(7(¢;)); et notons v; = 7|, _, ¢,]- Alors ¢;y; et
gi®ir17vi+1 sont des courbes sur X, et le point de départ de la deuxieme correspond a
I’arrivée de la premiere :

9idi+1v(ti) = diy(ti).

Ainsi, récursivement, le chemin - définit un chemin 4 sur X qui ne dépend ni du choix de la
partition de [a, b], ni du choix des cartes selon cette partition. 4 est appelé le prolongement
de ¢y, le long de ~.

De plus, si deux chemins « et 3 sont homotopes relativement a leur bord, alors leur
prolongement 1’est aussi.

Théoréme 1.2.8 Soit ¢ : U — X une carte d’une (X, G)-variété M qui est simplement
connexe. Alors il existe une unique (X, G)-application ¢ : M — X qui prolonge ¢.
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Preuve Soit uw € U, v un point de M et « : [a,b] — M un chemin de u vers v. Soit & :
[a,b] — X le prolongement de ¢y le long de «. Définissons alors 1’application (i M- X
tel que qg(v) = &(b). Alors I’application gZS(v) ne dépend pas du choix de «, car tout autre
chemin de u vers v définit un chemin homotope a & relativement au bord, grace a la simple
connexité de M et la propriété des prolongements énoncée plus haut.

Montrons qu'il s’agit d’une (X, G)-application :

Soit ¢ : V' — X une carte pour le couple (M,v) telle que ¢p = ¢ si v € U. Alors il
existe une partition a = tg < t; < --- < t; = b et un ensemble de cartes {¢; : U; = X},
de M tels que ¢1 = ¢ et U; contient a([t;—1,t;]) pour chaque i = 1,...,m, et ¢y, = . Soit
a; = ap,_, 4, et soit g; 'élément de G qui correspond a ¢;4+1, sur la composante connexe

i—

de ¢i+1(U; NUi4+1) qui contient ¢;y1c(t;). Alors on a 1'égalité suivante :

&= (pra1) - (g10202) - (91 - - - Gm—1PmQm)-

Soit 3 : [b,c] = V un chemin de v & w et soit g = g1 ... gm—1. Alors af = gy 3. Donc
d(w) = 0/@(0) = gtp(w). Par conséquent, ¢(w) = gip(w) pour tout w € V. Donc ¢ envoie V
homéomorphiquement sur 'ouvert gy (V) de X et VoL gZ;(V) — X est la restriction de
g~1. Donc finalement, d’apres le lemme 1.2.9, ¢ est une (X, G)-application et & prolonge

?.

Lemme 1.2.9 Soit £ : M — N une application entre deuz (X, G)-variétés. Si pour tout
u € M il existe une carte ¢ : U — X pour (M, u) telle que & envoie homéomorphiquement
U sur un ouvert de N et ¢&~1: £(U) — X est une carte pour N, alors & est une (X, G)-
application.

Montrons maintenant que ce prolongement est unique.

Soit & : M — X une (X, G)-application prolongeant ¢. Nous pouvons supposer sans
perte de généralité que l'ensemble de cartes {¢; : U; — X}, de M vérifie la propriété
suivante :

G E(U;) — X

est aussi une carte sur X. Alors ¢;£ ! se prolonge en un élément h;- ! de G. Par conséquent,
&(w) = hi¢i(w) pour tout w € U;. Comme &(w) = ¢(w), pour tout w € U, on a hip = ¢
et donc hy = Id. Ainsi, par récurrence, si h;_1 = g1 --- gi—2, alors on a 1’égalité suivante
pour chaque w € U;_1 :

§(w) = hi—1¢i-1(w)
= g1 gi-20i-1(w)
= ¢(w)

Donc, pour tout w € U;—1 NU;.

higi(w)

£(w)
P(w)
g1 gi—1¢;(w)

Il en résulte que h; = g1 - - - gi—1. Donc, par récurrence, on a

f(U) = hm‘bm(’”) = ggbm(”) = CZA)(’U)

Il ne reste plus qu’a démontrer le lemme 1.2.9 pour terminer la preuve. O



1.2 Variétés 15

Preuve du lemme 1.2.9 Soit x : W — X et v : V — X des cartes pour M et
N respectivement, telles que W et €' sont d’intersection non vide, et soit u un point
arbitraire de I'ensemble W NE~1(V). Alors il existe une carte ¢ : U — X pour (M, u) telle
que ¢ envoie U homéomorphiquement sur un ouvert de N et ¢&~! : £(U) — X est une
carte pour N. Observons que dans un voisinage de x(u), application

Pex i x(W g (V) = p(E(W)nv)

concorde avec (Y&¢~1)(dx1). Comme ¢y~ ! et €p~! sont des changements de coor-
données pour M et N respectivement, ¢y ~! concordent sur un voisinage de x(u) avec
un élément de G. Donc ¢ est une (X, G)-application. O

Théoréme 1.2.10 Soit M une (X, G)-variété simplement connexe. Si & et &o : M — X
sont des (X, G)-applications, alors il existe un unique g € G tel que £ = g&;.

Preuve Soit ¢ : U — X une carte de M telle que qbﬁi_l 1 &(U) — X est une carte
pour X pour chaque i = 1,2. Alors la proposition 1.2.7 implique qu’il existe un élément
g; de G prolongeant ¢&;” 1. &(U) — X. Par unicité de (ﬁ et comme chaque g;&; est une
(X, G)-application prolongeant ¢ pour i = 1,2, on a que g1§1 = g2&2. Soit g = gglgl. Alors
& = g&1. Si h est un élément de G tel que & = h&y, alors g1 = h&y, d’'ou g = h d’apres
la proposition 1.2.6. Donc g est unique. U

Ce dernier théoreme apporte aux applications développantes, dont nous allons tout de
suite parler, une propriété de quasi-unicité intéressante.

1.2.4 Développante et holonomie

Soit M une (X,G)-variété et x : M — M son revétement universel. Soit {¢; : U —
X} un (X, G)-atlas de M tel que tous les U; sont simplement connexes. Notons {Uj;};
I'ensemble des feuillets sur un ouvert U;, K;j = K|uy,» €t ¢ij : Ujj — X Dapplication ¢;k;;.
Alors ¢;; est un homéomorphisme de U;; vers ¢;(U;) € X. Remarquons que si U;; et Uy
s'intersectent, alors U; et Uy, aussi, et pour tout « € ¢ (Usj N Uy), gbijgb,;ll(x) = ¢Z-¢>,;1(x)
qui coincide avec un élément de GG sur un voisinage de chaque point de son domaine
de définition. Par conséquent, I’ensemble {¢;; : U;; — X} constitue un (X, G)-atlas qui
permet de munir M d’une (X, G)-structure. De plus,  est une (X, G)-application d’apres
le lemme 1.2.9, puisque x envoie les U;; homéomorphiquement sur U;, et qbl-jn_l
a la carte ¢; : U; — X de M.

Soit 7 : M — M un morphisme de revétement, et % € M. Soit U; tel que x() € U,
Ui; tel que @ € Uj; et Uy, = 7(Usj). Alors qﬁij7*1 : 7(U;;) — X correspond a la carte
Gir » Uiy, — X et 7 est une (X, G)-application.

Soit ¢ : U — X une carte de M. Alors, d’apres le théoreme 1.2.8, ¢ se prolonge en une
unique (X, G)-application 6 : M — X appelée la développante de M, unique & composition
pres par un élément de GG d’apres le théoreme 1.2.10.

correspond

La développante permet de définir I’holonomie, qui est un point essentiel de 1’étude
des géométries hyperboliques des complémentaires de noeuds.

Soit u un point base de M et @ un point base de M tel que u = x (). Soit « : [0,1] — M
un lacet basé en u. Alors « se reléve en un unique chemin & dans M partant de @. Notons
0 le point terminal de &, et 7, 'unique morphisme de revétement tel que 7, (@) = ©. Alors
0T : M — X est une (X, G)-application, et il existe donc un unique g, € G tel que
0Ta = god. Définissons
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n: m(Mu) — G
[l = ga
7 est un morphisme de groupe appelé holonomie de M. L’holonomie dépend du choix de

la développante a conjugaison par un élément de G pres : si d et ¢’ sont deux développantes
telles que &' = gé pour un certain g € G, alors

8'To = 9070 = 99ad = ggag ™ 'd'.
Le theoreme suivant est une propriété cruciale de I’holonomie :

Théoréme 1.2.11 Soit M une (X, G)-variété connexe et H un sous-groupe de G. Alors
la (X, G)-structure de M contient une (X, H)-structure de M si et seulement si H contient
limage d’une holonomie n : m (M) — G.

Preuve Commencgons par montrer le cas facile de gauche a droite. Supposons que la
(X, G)-structure de M contient une (X, H)-structure. Alors H contient I'image de toute
holonomie de M définie en fonction de la (X, H)-structure de M.

Montrons maintenant le cas de droite & gauche. Si H contient I'image d’une holonomie
n:m (M) — G de M. Soit 6 : M — X la développante définissant 7 et {¢; : Uy — X} un
(X, G)-atlas de M. Notons U;; les préimages des U; par k, et k;; chacune des restrictions
de k a Uij; et ¢ij : Uij — X, ¢ij = gf)iliij. Alors ’ensemble {d)lj : Ui]’ — X} constitue
un (X, G)-atlas de M. Donc § envoie U;; homéomorphiquement sur un ouvert de X pour
chaque 7 et chaque j.

Pour tout i, choisissons arbitrairement un U;; et définissons v¢; : U; — X tel que
W = 5’%’_;‘1- Alors chaque v; envoie U; homéomorphiquement sur un ouvert de X . Supposons
que U; et Uy sont d’intersection disjointe et considérons la fonction

Pty (U N Ug) = (Ui N Uy).
Alors pour tout j et [, on a
¢k¢;1(m) = 5/{,;11/@]-5_1(3:)
pour chaque z dans v;(U; N Ug). Donc il existe un morphisme de revétement 7 tel que
Yy ! correspond & 6761 sur un voisinage de chaque point de son domaine de définition.
Et 67671 correspond lui-méme & un élément de H par hypothese. Donc, {v; : U; — X}
est un (X, H)-atlas pour M. .
Comme ¢;; : U;; — X est une carte pour M, on a que ’application

¢ij5_l : (5<UZJ) — X
est la restriction d’'un élément de G. De plus, ¢;1; ! est aussi la restriction d’un élément
de G, car
Gyt = ikig6 Tt = g0
Donc I'ensemble {v;}; est contenu dans une (X, G)-structure de M. Par conséquent, la

(X, H)-structure de M définie par {¢;}; est contenue dans la (X, H)-structure de M. On
a donc bien montré que la (X, G)-structure de M contient une (X, H)-structure. O

Définition 1.2.12 Une (X, G)-variété est dite orientable si sa (X,G)-structure contient
une (X, H)-structure, ot H est un groupe d’éléments de G préservant l’orientation.

Remarque 1.2.13 Nous verrons par la suite que dans le cas ou M est un complémentaire
de nceud dans S3, alors M peut étre vu comme une (X, G)-variété on X = H? et G =
Z(H?3), et dans ce cas, ’holonomie définit une représentation du groupe du nceud dans
PSL(2,C).
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1.2.5 Complétude

Il s’agit maintenant, grace a ces outils, de comprendre la complétude d’une (X, G)-
variété, que nous allons dorénavant supposer géodésiquement connexe.

Notons {U;}; la collection des ouverts connexes de M tels qu'une développante § envoie
homéomorphiquement U; sur un ouvert de X et notons ¢; = d)y,. Alors les ¢; font partie de
la (X, G)-structure de M, puisque § est une (X, G)-application. Par ailleurs, {¢;}; constitue
une (X, {1})-structure pour M que nous pouvons donc voir comme une (X, {1})-variété.
L’application & est alors aussi une développante pour M munie de cette structure, puisque
¢ est I'unique (X, {1})-application qui prolonge ¢;. Cette (X, {1})-structure induit une

unique métrique sur M a multiplication pres par un facteur d’échelle d’un élément de G.
Commencons par les définitions :

Définition 1.2.14 Une (X, G)-variété est compléte si le revétement universel de chacune
de ses composantes connexes est un espace métrique complet.

Avant de se plonger dans ’étude de la complétude des (X, G)-variétés, énongons trois
lemmes qui nous seront utiles :

Lemme 1.2.15 Soit X un espace métrique. Supposons qu’il existe € > 0 tel que B(x, )
(boule fermée centrée en x et de rayon €) est compacte pour tout x € X. Alors X est un
espace métrique complet.

Preuve Soit (z;) une suite de Cauchy de X. Alors il existe un entier k positif tel que
d(z;,z;) < € pour tout i,j > k. Donc B(xy,€) contient tous les x; pour ¢ > k. Comme

B(xy, €) est compacte, la suite (z;) admet un point limite dans B(z, €), donc elle converge.
Donc X est un espace métrique complet. O

Lemme 1.2.16 Soit I' un groupe d’isométries d’un espace métrique X agissant tel que
chaque orbite est un sous-ensemble discret et fermé de X. Alors si X/T' est complet, X
est complet.

Preuve Soit (z;); une suite de Cauchy dans X. Alors (I'z;); est une suite de Cauchy dans
X/T'. En effet, par définition de dr,

dr(rl'i, F.%'j) S d(acl-, J}j).

Par conséquent, la suite (I'z;) converge vers une orbite I'y. Posons

5= sty Ty \ 1))

Alors s > 0, par la propriété que I'y est un sous-ensemble discret et fermé de X. Et pour
tout g€ I',on a

5= %disugy,ry \{gv}).

Comme (x;) est une suite de Cauchy, d(z;, ;) < § pour tout 4, j a partir d'un certain rang.
Soit € tel que 0 < € < §, alors il existe un entier I > k et un g; € I tel que d(x;, giy) < €
pour tout ¢ > [. Soit donc ¢ > [, on a les inégalités suivantes :

d(x, 9iy) < d(xg, x;) + d(xi, giy) < s.

Comme de plus, B(xg,s) contient au plus un point de I'y, il existe un g € T' tel que
gy = gy pour tout i > [ et donc d(z;, gy) < € pour i > [. On a donc bien que x; — gy,
donc X est complet. O
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Lemme 1.2.17 Soit X un espace métrique complet et soit € : X — X une similitude qui
n’est pas une isométrie. Alors & admet un unique point fixe.

Preuve Supposons sans perte de généralité que le facteur d’échelle de £ est inférieur a
1 (il suffit éventuellement, de remplacer ¢ par £~1). Soit x un point de X. Soit une suite
(X))o d’éléments de X tels que x,, = ™ (x). Alors, pour m < n, on a

d($ma wn) = d(fm(aj‘), gn(x))
n—1
<3 dE @), € (@)
l=m

= (;cm + B e BN d(r, € ()
- (M=) deg@)

< gm (d(?—(zf))> '

Il en résulte que la suite (x,,) est une suite de Cauchy de X, donc qu’elle converge vers un
élément y € X. Comme ¢ est continue, la suite ({(z,))m converge vers un certain &(y).
Mais par construction, les suites (x,,) et (§(x,,)) convergent vers le méme point, donc
&(y) = y. Clest d’ailleurs 'unique point fixe de &, en effet : soit z un point fixe de &, alors,

d(y, 2) = d(§(y), £(2)) = kd(y, 2)-
Donc d(y, z) =0, donc y = z. O

Théoréme 1.2.18 Soit M une (X, G)-variété métrique et & : M — X une isométrie
locale. Alors M est géodésiquement complete si et seulement si & est un revétement.

Preuve Commencons par supposer que £ est un revétement.

Soit « : [a,b] — M un arc géodésique dans M. Comme & est une isométrie locale,
Ea: [a,b] — X est une courbe géodésique. Par conséquent, £« se prolonge en une unique
ligne géodésique A : R — X. Comme £ est un revétement, A admet un relévement en une
ligne géodésique p : R — M telle que p(a) = a(a); p est donc un prolongement de «,
par unicité du relévement des chemins. Soit maintenant u' : R — M une autre géodésique
prolongeant «, alors i/ : R — X est une géodésique prolongeant o, donc &/ = \. Par
unicité de relévement, y/ = p. Donc, finalement, p est 1'unique ligne géodésique de M
étendant . Donc M est bien géodésiquement complete.

Supposons maintenant que M est géodésiquement compléte.

Montrons pour commencer qu'un arc géodésique de X peut étre relevé par &. Soit
a : [a,b] — X un arc géodésique et soit u un point de M tel que {(u) = a(a). Comme
¢ est une isométrie locale, il existe un arc géodésique S : [a,c] — M tel que B(a) = u,
c < bet &B est la restriction de « & [a, ¢|, que nous noterons aussi aq, .. Comme M est
géodésiquement complete, 5 s’étend en une unique ligne géodésique u : R — M. Puisque
§ est une isométrie locale, £ : R — X est une ligne géodésique prolongeant .. Donc
& : R — X est 'unique ligne géodésique étendant . Soit & : [a,b] — M la restriction de
w. Alors a(a) = u et & = a. Donc les arcs géodésiques peuvent étre relevés par €.

Montrons ensuite que £ est surjective. Soit y € X. Soit z un point de 'image de £ et un
arc géodésique « : [0,]] — X de x & y (qui existe par géodésique connexité de X). Comme
x est dans I'image de £, a peut étre relevé en un arc & : [0,1] — M, de sorte que

call) = all) = y.



1.2 Variétés 19

Donc y est dans I'image de & qui est par conséquent bien surjective.
Soit maintenant une boule ouverte B(xz,r) de X, montrons que

¢'B,r)= |J Br).
ueg~! (z)
Comme £ est une isométrie locale, on a 'inclusion :

¢(B(u,r)) C B(z,r)

pour tout u € £~1(x). Par conséquent,

U B(u,r) C £ Y(B(x,r)).

ueg— ! (x)

Soit maintenant v € ¢~ 1(B(x,r)). Alors £(v) est dans B(xz,7). Soit « : [0,I] — X un arc
géodésique de &(v) a x, et soit & : [0,]] — M un relevement de « tel que &(0) = v. Alors,

Donc &(l) € £71(x). De surcroit,
&l = || = d(z,§(v)) <.

Donc v € B(a(l),r) et donc

Ce qui permet finalement de conclure que

¢'B,r)= |J Br).

ueE~(x)

Montrons maintenant que pour tout u € £~ 1(x), & envoie B(u,r) surjectivement sur
B(z,r). Soit y € B(z,r), y # =, a : [0,]] - X un arc géodésique de = & y, et & un
relevement de « tel que @(0) = u. Alors £a(l) = a(l) =y et

ol = lel = d(z,y) <.

Donc on a bien a(l) € B(u,r).

Montrons maintenant qu’il existe un & > 0 tel que pour tout u € £~'(z), & envoie
bijectivement B(u, k) sur B(x, k). D’apres les axiomes définissant les espaces géométriques,
il existe un k > 0 tel que si A : R — X est une géodésique, alors A se restreint en un arc
géodésique sur [k, k|. Soient maintenant v et w deux points distincts de B(u, k) tels
que &(v) = {(w) et a : [=b,b] — M un arc géodésique de v & w. Alors on a les égalités
suivantes :
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Donc 0 < b < k. Comme M est géodésiquement complete, o se prolonge en une droite
géodésique 1 : R — M. Et £u : R — X se retreint en un arc géodésique sur [—k, k] d’apres
le choix de k. Donc o : [—b,b] — X est un arc géodésique de £(v) a &(w), ce qui est une
contradiction. Donc £ envoie bijectivement B(u, k) sur B(x, k).

D’aprés I'inégalité triangulaire, les ensembles {B(u,k/2) : u € ¢~ !(x)} sont deux a
deux disjoints. De plus, £ envoie B(u, k/2) homéomorphiquement sur B(x, k/2) pour tout
u € £ 1(x), et on a I’égalité suivante :

éil(B(‘%k/z)) = U B(u7k/2)'

ueg~ ! (x)

Donc finalement, £ est un revétement. O
Théoréme 1.2.19 Soit M une (X, G)-variété. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est complete;
2. M est géodésiquement complete;

3. M est un espace métrique complet.

Preuve 1 =2

Supposons que M est complete, donc par définition que M est un espace métrique complet,
et montrons pour commencer que M est géodésiquement complet. Soit « : [a, b] — M un
arc géodésique et 6 : M — X, une développante pour M. Alors da : [a,b] — X est une
courbe géodésique et il existe une droite géodésique A : R — X qui prolonge d«, puisque
X est géodésiquement complet. Soit I le plus grand intervalle de R contenant [a,b] et
tel qu’il existe une application u : I — M telle que dp = Ajr. L’application § étant un
homéomorphisme local, I est ouvert; § étant localement une isométrie, p est localement
un arc géodésique. Montrons que I ne peut étre que R tout entier. Soit (¢;); une suite
d’éléments de I convergeant vers ¢ € I, alors p étant localement géodésique, elle n’accroit
pas les distances, donc la suite (u(t;)); est de Cauchy dans M et converge donc dans M.
Notons @ sa limite, qui ne dépend pas du choix de la suite (¢;), ce qui permet de prolonger
1 en une fonction continue, fi : U {c} — M telle que fi(c) = @. Par continuité de 4, on a

ofi(c) = lim dpu(t;)
1—00
= llim )\(tz)
1—00
= A¢)
Donc on a aussi 6pt = Ajjyfey, donc I = R par maximalité de I et p est une géodésique
prolongeant .. Montrons qu’elle est unique : soit z/ : R — M une autre géodésique prolon-
geant a. Comme ¢ est une isométrie locale, dp/ : R — X est une géodésique prolongeant

da. Nous avons donc
o =\ =dp.

Par conséquent, p/ = p. Donc M est géodésiquement complete et comme la projection
k: M — M est une isométrie locale, M est compléte.

2=3
Si M est géodésiquement complete, alors M Dest aussi, puisque le revétement universel
k : M — M est une isométrie locale. Par conséquent, 0 : M — X est un revétement,
d’apres le théoreme 1.2.18. La preuve du théoreme 1.2.18 indique de surcroit, qu’il existe
un 7 > 0 tel que I'image réciproque par ¢ de B(z, 2r) est une union disjointe d’ouverts, pour
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tout = € X. Soit @& un point de M, alors & envoie B(@,7) surjectivement sur B(3(@), ),
toujours d’apres la preuve de 1.2.18. Comme ¢ est continue, on a

§(B(a,r)) C B(6(w),r).

Cette inclusion est une égalité par relevement des chemins géodésiques et donc § envoie
homéomorphiquement B(@,r) sur B(4(w),r). Donc on a que B(1,7) est compacte pour
chaque u € M. De méme avec x, B(u,r) est compacte pour chaque u € M. Donc M est
un espace métrique complet, d’apres le lemme 1.2.15.
3=1

Supposons maintenant que M est un espace métrique complet. Soit I' le groupe d’auto-
morphismes du revétement universel k : M — M. Alors T est un groupe d’isométries de
M dont les orbites sont les fibres pour k, et par conséquent, x induit un homéomorphisme

R:M/T — M.

De surcroit, & est une isométrie locale, puisque et application quotient 7 : M — M /T
sont des isométries locales. De plus, ’homéomorphisme % induit une (X, G)-structure sur
M /T. Montrons maintenant que la métrique dp sur M /T est identique & la métrique
induite sur M /T par sa structure de (X, G)-variété, que 'on note d : dr et d coincident
localement, puisque K est une isométrie locale; dr < d, puisque la longueur d’un arc selon
dr est la méme qu’avec la X-longueur; enfin, dpr = d, puisque 7 préserve la X-longueur.
Donc % est une isométrie et M /T est un espace métrique complet. Il en résulte que M est
un espace métrique complet d’apres le lemme 1.2.16. O

Définition 1.2.20 On dit qu’une (X, G)-structure ® sur une variété M est complete si
M, muni de la (X, G)-structure @, est une (X, G)-variété compléte.

Théoréme 1.2.21 Soit M une (X, G)-variété et soit G1 un sous-groupe d’isométries de
G. Alors la variété M est compléte si et seulement si la (X, G)-structure de M contient
une (X, G1)-structure compléte pour M.

Preuve Supposons sans perte de genéralité, que M est connexe. Supposons que M est
compléete. Soit k : M — M le revétement universel, alors M est un espace métrique
complet. Soit 7 : M — M un morphisme de revétement non trivial, alors 7 est une (X, G)-
application, donc une similitude locale. Comme M est connexe, chaque facteur d’échelle
local prend la méme valeur, notée k. Soit v : [a, b] — M un chemin d’un point u & un point
v, alors ||77|| = kl||7v||. Nous avons donc les deux inégalités suivantes

d(t(u), 7(v)) < kd(u,v),
d(r7 ), 77 (v)) < k7 td(u,v)

desquelles il en découle :

kd(u,v) = kd(Tﬁl(T(u)),Til(T(U))) < d(r(u), 7(v)).

Et donc que d(7(u), 7(v)) = kd(u,v).

Donc 7 est une similitude, qui par ailleurs n’a pas de point fixe ; ¢’est donc une isométrie
d’apres le lemme 1.2.17.

Soit n : 1 (M) — G une holonomie définie par une développante § : M — X, A savoir :
n([a]) = ga o1t 074 = god, pour 7, un morphisme de revétement. Comme § et 7, sont
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des isométries locales, g, est une isométrie de X. Donc, I'image de 7 est contenue dans
un sous-groupe G de G. D’apres le théoreme 1.2.11, la (X, G)-structure ® de M contient
une (X, G)-structure ®; de M. Cette (X,G)-structure est compléte, puisque M est un
espace métrique complet.

Le cas de droite a gauche résulte directement de la définition de (X, G)-structure
complete. O

Définition 1.2.22 Une application § : M — N entre deux (X, G)-variétés est une (X, G)-
équivalence si & est une (X, G)-application bijective. Les variétés M et N sont alors dites
(X, G)-équivalentes.

Remarque 1.2.23 L’inverse d’une (X, G)-équivalence est aussi une (X, G)-équivalence;
une (X, G)-équivalence entre deux (X, G)-variétés métriques est une isométrie.

Théoreme 1.2.24 Soit G un groupe de similitudes d’un espace géométrique X simple-
ment conneze et M une (X,G)-variété compléte et conneve. Soit 6 : M — X une
développante de M et n: m (M) — G l’holonomie définie par §. Alors ¢ est une (X, {1})-
équivalence, n envoie m (M) isomorphiquement sur un groupe discret d’isométries de X,
T, agissant librement, et 0 induit une (X, G)-équivalence entre M et X/T.

Preuve D’aprés le théoreme 1.2.19, M est géodésiquement complet, donc 6 : M — X est
un revétement d’apres le theoreme 1.2.18. Comme X est simplement connexe, § est un
homéomorphisme, donc une (X, {1})-équivalence, donc une isométrie.

Quant a lui, le groupe 71 (M) correspond & un groupe d’automorphismes du revétement
universel x : M — M, lui-méme correspondant & I'image de 1. Donc 7 envoie w1 (M)
isométriquement sur un groupe discret d’isométries de X, I', agissant librement. De plus,
§ induit un homéomorphisme § tel que le diagramme suivant commute :

v Y x
Kkl o
v 2 xr

ou 7 est 'application quotient. Etant donné que K, § et 7 sont des (X, G)-applications, §
est aussi une (X, G)-application, donc c’est aussi une (X, G)-équivalence. O

Ce théoreme constitue ’aboutissement de ce chapitre. Il indique que si I’holonomie ne
définit pas forcément une (X, G)-structure, dans le cas out X est simplement connexe (ce
qui est évidemment le cas pour X = H? et X = E2, les exemples intéressants dans le
cadre de cette these), alors toute (X, G)-variété peut étre reconstruite & partir de I'image
I' = n(m1(M)) de 'holonomie en tant que quotient X /T



Chapitre 2

Triangulations

Nous allons dans ce chapitre, aborder le principe de triangulation des 3-variétés. L’idée
va dans deux sens : soit décomposer une 3-variété en sous-ensembles (des tétraedres dans
le cadre de cette these, mais des polyedres en général), ce qui en facilite I’étude; soit
construire une 3-variété a partir de polyedres. Dans les deux cas, il s’agit d’accoler ces
polyedres le long de faces, a ’aide d’applications bien choisies. Quand les polyedres sont
tous des tétraedres, on appelle ¢ca une triangulation de la 3-variété. Mais selon les sources
et le cas précis étudié, le terme < triangulation > n’est pas utilisé, ou utilisé selon une de
ses déclinaisons (pseudo-triangulation, quasi-triangulation, triangulation singuliere), et la
définition sous-jacente n’est pas partout pprécisément la méme.

Les triangulations et leurs proprietés sont souvent appréhendées via leurs duaux, les
dits standard spines. Nous n’allons pas en parler ici, mais je renvoie le lecteur intéressé au
livre [20] qui constitue une référence. Concernant les triangulations, et notamment les H-
triangulations, elles sont traitées de maniére approfondie dans [3]. Les résultats de la section
sur les triangulations idéales de complémentaires de noeuds et les structures hyperboliques
et hyperboliques completes dont ils peuvent étre munis peuvent étre retrouvés dans [4, 30,
39]. A ma connaissance, la proposition 2.4.10 ne se trouve pas dans la littérature.

Dans ce chapitre, X peut désigner E2, S? ou H?, d’une part, ou E?, S3 ou H?, d’autre
part. Le contexte indique sans ambigiiité la dimension de I’espace métrique en question. En
pratique, dans cette theése, nous n’utilisons que E? et H?. Nous consideérerons dorénavant
toutes les variétés orientables.

2.1 Triangulations

Définition 2.1.1 Soit P une union finie et disjointe de polyédres dans X et G un groupe
d’isométries de X. Un G-appareillage de faces pour P est un sous-ensemble de G :

¢ ={gs: feF}

indexé par l'ensemble des faces F de l'union des polyédres, tel que pour chaque f € F,
1. il existe f' € F tel que g¢(f') = f;
2. les isométries gy et gy vérifient la relation gy = g;,l ;

3. si f est une face d’un polyédre P de P et f' est une face d’un polyédre P’ de P, alors
PN gf(P') = f.
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® induit une classe d’équivalence sur P :

T~y =1y ou il existe un ensemble de points

{z1,...,x,} et des faces {f1,..., fn-1}
tels que x = 21,y = Tn, T € fi et gg,(Tip1) = 5.

Si tous les polyédres de P sont des tétraédres, la donnée de (P, ®) est appelée trianguation
de l’espace topologique P/ ~.

Les polyedres de P peuvent étre considérés comme des polyedres orientés abstraits,
dont les faces et arétes ont une orientation induite.

Nous allons aussi, par la suite, avoir besoin de la définition de triangulation en di-
mension 2, donnons-la d’ores et déja, afin de convenir des notations, et notons que nous
affaiblissons la condition de recollement des cotés aux similitudes :

Définition 2.1.2 Soit P une union finie et disjointe de polygones dans X et G un groupe
de similitudes de X. Un G-appareillage de cotés pour P est un sous-ensemble de G :

o ={g.:ceC},

indexé par l’ensemble des cotés C de l'union des polygones tel que pour chaque ¢ € C,
1. il existe ¢ € C tel que g.(d) = ¢;
2. les similitudes g. et go vérifient la relation g. = g;l ;

3. si ¢ est un coté d’un polygone P de P et ¢’ est un coté d’un polygone P’ de P, alors
Pn gc(P/) =c

® induit une relation d’équivalence sur P :

x~y < x=y ou il eriste un ensemble de points
{z1,..., 2} et des cotés {c1,...,cn_1}

tels que x = 1,y = Tn, T; € ¢ €t ge, (Tit1) = ;.

Si tous les polygones de P sont des triangles, la donnée de (P, ®) est appelée triangulation
de l’espace topologique P/ ~.

Dans le cas ot il s’agit de trianguler une variété topologique compacte, S? typiquement,
I’espace topologique a trianguler est pprécisément cette variété. Par contre, si ’on souhaite
obtenir une triangulation idéale du complémentaire d’un nceud ou d’un entrelacs dans S,
ou plus généralement d’une variété non compacte, ’espace topologique a trianguler est
différent. Pour cela, introduisons la notion de wvariété a cusp : c’est, par définition, une
variété homéomorphe a l'intérieur d’une variété compacte a bord. Notons M une telle
variété et M la variété telle que M = Int(M). Notons M Densemble topologique obtenu
en contractant chaque composante connexe de OM en un point singulier. Dans ce cas,
une triangulation idéale de M est une triangulation de M telle que chaque sommet (apres
identification) est un point singulier de M, triangulation de laquelle on a oté ces sommets.
De tels sommets sont dits sommets idéauzr. On maintient donc le terme triangulation par
abus de langage, mais il n’y a pas de O-cellule. Cela est souvent appelé pseudo-triangulation.

Le cas d’un entrelacs plongé dans une variété de dimension 3 amene la définition de
H-triangulation, que nous allons utiliser par la suite : Une H-triangulation d’une paire
(M, L), ot M est une 3-variété et L un entrelacs plongé dans M, est une paire (T, H) telle
que T est une triangulation de M, et H est un sous-complexe hamiltonien du 1-squelette
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de T qui correspond & L. Par sous-complexe hamiltonien, on entend qu’il contient tous les
sommets de 7T

Dans la suite, nous allons parler d’un certain type seulement de H-triangulations, a
savoir des triangulations & un seul sommet de couple (M, K) ot K est un nceud, telles
que H, étant une seule aréte, est inclus seulement dans deux faces d’un seul tétraedre,
dit distingué ; ces deux faces se recollant 'une a 'autre de sorte que le tétraedre se ferme
comme un livre, comme l'illustre la figure 2.1. L’aréte H représentant le noeud est appelée
aréte distinguée, elle est en pointillés, sur le bord de la face A seulement ; les deux faces A
sont identifiées 'une & 'autre comme 'indiquent les fleches sur les arétes qui les bordent,
elles seront appelées faces distinguées.

FIGURE 2.1 — Tetraedre distingué, ’aréte distinguée est en pointillés

A partir d’une telle H-triangulation d’un couple (M, K) qui contient au moins deux
tétraedres, il est possible d’obtenir une triangulation idéale du complémentaire de K dans
M en rétractant par déformation le tétraedre distingué en une face, le long de H qui, lui, est
contracté en un sommet — voir figure 2.2 —, puis en 6tant ce sommet de la triangulation. Les
deux faces contenant l’aréte distinguée sont contractées en une aréte, les arétes labellisées
simple et double fleche sont identifiées. On traitera ainsi deux types de triangulations :
des H-triangulations particuliéres et des triangulations idéales correspondant a une H-
triangulation particuliere.

ANV ANJAN

FIGURE 2.2 — Le tétraeédre distingué est contracté en une face, les arétes labélisées d’une
simple et double fleche de la H-triangulation sont identifiées dans la triangulation idéale
correspondante

Pour une variété donnée, il existe une infinité de triangulations différentes, mais elles
sont toutes reliées par une suite finie de trois mouvements (parfois appelés mouvements
de Pachner) :

Mouvement 2 — 3 Deux tétraedres collés le long d’une face sont remplacés par trois
tétraedres. Ceux-ci partagent une aréte autour de laquelle ils sont collés deux a deux
le long de trois faces en tout (voir figure 2.3). Ce mouvement peut aussi étre effectué
dans le sens 3 — 2.

Mouvement bulle Une face de la triangulation est remplacée par deux tétraedres collés
le long de trois faces (voir figure 2.4).
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Mouvement 0 — 2 Deux faces adjacentes sont remplacées par deux tétraedres collés le
long de deux faces (voir figure 2.5).

VA

Fi1GURE 2.3 — Mouvement 2 — 3

FIGURE 2.4 — Mouvement bulle

09

FI1GURE 2.5 — Mouvement 0 — 2

Cela se démontre habituellement a I’aide des duaux des triangulations : les standard
spines, dont je ne parlerai pas dans cette these. Voir [3] pour plus de précisions sur cela.

Définition 2.1.3 On dit qu’un G-appareillage de cotés est propre si pour chaque classe
d’équivalence de point x € P, la somme des angles autour de x sur chaque triangle conte-
nant x est 2.

Le théoreme suivant est démontré au chapitre 9 de [30].

Théoréme 2.1.4 Soit G un groupe de similitudes de X, P une famille finie disjointe de
polygones de X, et M un espace obtenu en accolant les polygones de P avec un appareillage
propre. Alors, M est une 2-variété munie d’une (X,Q)-structure telle que l'injection na-
turelle de l'intérieur d’un polygone dans M est une (X, G)-application pour tout polygone
de P.

Définition 2.1.5 Soit G un groupe d’isométries de X et soit & = {gy : f € F} un
G-appareillement de faces d’une famille finie P de polyedres disjoints de X . Alors nous
dirons que ® est propre si

1. tout point d’un polyédre P € P a une classe d’équivalence finie;

2. les isométries g ne fizent aucun point de f' pour chaque f € F ;
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3. chaque classe d’équivalence d’aréte a un angle diédral de 27.

On termine cette section avec le théoréme suivant, démontré au chapitre 10 de [30].

Théoréeme 2.1.6 Soit G un groupe d’isométries de X, P une famille finie disjointe de
polyedres de X, et M un espace obtenu en accolant les polyédres de P avec un appareillage
propre. Alors, M est une 3-variété munie d’une (X,Q)-structure telle que l'injection na-
turelle de lintérieur d’un polyédre dans M est une (X, G)-application pour tout polyédre
de P.

2.2 Algorithme de triangulation, exemple du noeud de huit

Les triangulations de complémentaires d’entrelacs et les algorithmes permettant de les
déterminer, sont souvent présentés dans la littérature par I'intermédiaire de leurs duaux,
les standard spines. Nous allons brievement et sans démonstration (voir [3, 4, 12, 20]
pour plus d’informations) voir un algorithme permettant de H-trianguler & la main des
couples (93, K), ot K est un nceud plongé dans la spheére de dimension 3 ; et un algorithme
permettant de déterminer une triangulation idéale du complémentaire d’un nceud dans S3
(en fait, c’est le méme algorithme). Algorithme maintes fois utilisé durant mon travail de
these... Un algorithme de triangulation des complémentaires d’entrelacs est implémenté
dans le logiciel SnaPea, logiciel qui comporte de plus une mine d’informations sur les
neeuds, les entrelacs et les 3-variétés.

Considérons S® comme la compactification de R? avec un point & I'infini et soit S2
un plan équatorial de S3, c’est-a-dire la compactification de R? avec le point & 'infini. La
sphere S? est donc partagée en deux boules B>1 et B3~ séparées par la sphére équatoriale.
Considérons le nceud plongé dans R? x [—e¢, ¢] C R3; c’est-a-dire qu'’il est plongé dans R?
sauf proche des croisements, ol une partie sud est incluse dans R? x [—¢, 0] et une partie
nord est incluse dans R? x [0, €].

L’idée, pour H-trianguler le couple (S3, K), c’est de partir d'une certaine décomposition
cellulaire de S, qui permet, apres une certaine isotopie que nous allons préciser, d’obtenir
une décomposition cellulaire de I’espace topologique quotient S3/ ~ défini comme suit :
on choisit arbitrairement un segment F de K N R? et on quotiente S3 par la relation
d’équivalence ~ :

r~ysx,yce K\ E.

A partir de cette derniere décomposition cellulaire, on obtiendra une H-triangulation du
couple (83, K), ot une aréte distinguée représentera K.

Partons donc d’une décomposition cellulaire de S* oti les deux brins d’un croisement
du nceud constituent deux arétes opposées d’un tétraedre inclus dans R? x [—¢, €], comme
illustré par la figure 2.6, ou les tétraedres sont coloriés; ces tétraedres constituent des
3-cellules de la décomposition, auxquelles sont collées une 3-cellule nord et une 3-cellule
sud de part et d’autre de la sphére équatoriale.

Il s’agit maintenant de contracter K \ F en un point grace a une isotopie qui contracte
chaque tétraeédre inclus dans R? x [—¢, €] comme l'illustre la figure 2.7. L’isotopie implique
que des arétes du tétraedre soient identifiées entre elles, c’est cette information que codent
les fleches sur les arétes.

La figure 2.8 illustre par ’exemple du noeud de huit, toutes les étapes décrites jusque
1a. Les tétraddres coloriés sont inclus dans R? x [—¢, €], les deux 3-cellules nord et sud
sont collées 'une a l'autre le long de leurs faces A, B, C' et D incluses dans la sphere
équatoriale.
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FIGURE 2.6 — Les deux brins d’un nceud constituent deux arétes opposées d’un tétraedre

de S3
A A

FIGURE 2.7 — Isotopie qui contracte un tétraedre

Les dernieres étapes de la triangulation consistent & décomposer chacune des deux 3-
cellules nord et sud en tétraedres, en identifiant les faces et arétes le long desquelles ces
3-cellules se recollent, comme illustré dans le cas du nceud de huit sur les figures 2.9, 2.10
et 2.11. Le recollement des arétes bordant les faces se fait en suivant les brins du nceud
correspondant a la cellule, nord ou sud. Par exemple, dans le cas du nceud de huit, sur le
bord de la 3-cellule sud, la face C' est accolée a la face B le long de 'aréte double fleche;
sur le bord de la cellule nord, la face C' est accolée a la face A le long de I'aréte double
fleche. La figure 2.12 est une H-triangulation du couple (S%,4;) ainsi obtenue.

Nous avons précisé que nous allions travailler avec des H-triangulations dites parti-
culiéres, puisque 'aréte E, dite aréte distinguée, est incluse dans un seul tétraedre, dit
tétraedre distingué recollé sur lui-méme comme un livre.

Proposition 2.2.1 Une telle H-triangulation particuliére existe pour tout couple (S3, K)
ot K est un neeud.

Preuve Le 2-squelette des 3-cellules nord et sud est constitué de deux faces ayant I’aréte
distinguée sur leur bord; notons les F' et F’ (voir figure 2.13 (a)). Collons ces deux 3-
cellules le long de F’ (voir figure 2.13 (b)). Il est alors possible d’extraire de la 3-cellule
ainsi constituée, puis triangulée si nécessaire, un tétraedre dont deux faces sont précisément
Fy, comme l'illustre la figure 2.13 (c). Notons que les arétes rouges peuvent déja faire partie
du 1-squelette de cette 3-cellule, ou étre identifiées & une aréte labélisée simple ou double
fleche (si F' est triangulaire, F' = F| = F). O

Cet algorithme permet modulo une légere modification d’obtenir directement une tri-
angulation idéale, sans passer par une H-triangulation correspondante : il suffit de choisir
E comme un point.

Notons que d’une triangulation donnée, s’obtient une triangulation du lien de ses som-
mets en tronquant les tétraedres. Donc, topologiquement, il s’agit soit d’6ter une boule
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FIGURE 2.8 — Décomposition de S? en complexe cellulaire permettant d’extraire une tri-
angulation de (S3,4;)

FIGURE 2.9 — Les cellules nord et sud ; le quadrilatére précédent A a été triangulé en A et
E

autour du sommet dans le cas d'une H-triangulation d’un couple (S3, K), soit d’6ter un
cone autour du sommet idéal dans le cas d’'une triangulation idéale du complémentaire
d’un noeud. Dans le premier cas, le lien du sommet est une sphere, dans le deuxieme cas,
c’est un tore.

Remarque 2.2.2 1. Pour une triangulation idéale a un seul sommet du complémentaire
d’un neceud, la définition de la caractéristique d’Euler indique qu’il y a autant de classes
d’équivalence d’arétes que de tétraedres.

2. Le nombre minimal de tétraedres que peut avoir une triangulation d’une variété donnée
est un invariant de la variété appelé complezité. Cet invariant n’est pas connu en général,
mais le logiciel de triangulation SnaPea est connu pour avoir toujours trouvé une tri-
angulation minimale d’'un complémentaire de noeud.



30 Chapitre 2: Triangulations

P

FIGURE 2.11 — Tétraedres extraits des cellules nord et sud

2.3 Exemple du nceud de trefle

Voici a la figure 2.15, un exemple d’application de cet algorithme de H-triangulation
du couple (S3,3;). Le résultat est donc une triangulation de S & un seul tétraedre, ot
une aréte est nouée comme le nceud de trefle.

Cependant, il n’y a pas de triangulation idéale correspondant a cette triangulation. Il
est possible d’en obtenir une autre en accolant les boules nord et sud le long de la face A,
plutét que C. La figure 2.16 représente cela; la face C'y a été en plus triangulée en C; et
Cs.

De cette 3-cellule, on peut extraire le tétraedre distingué, et il reste une 3-cellule bordée
par les faces Cy apparaissant deux fois, B et une quatrieme face a coller au tétraedre
distingué, voir figure 2.17.

Il ne reste plus qu’a trianguler cette derniere 3-cellule, comme sur la figure 2.18.

2.4 Structure hyperbolique

2.4.1 Equations de recollement

Par souci de simplicité, nous allons dorénavant nous restreindre aux triangulations a un
seul sommet. La plupart des propositions et théoremes du chapitre 2 sont cependant tou-
jours vraies dans le cas des triangulations a plusieurs sommets, mais le theoréeme principal
de cette these, 3.3.2, ne 'est pas forcément.

Soit M une variété hyperbolique & cusp de dimension 3, obtenue en appareillant pro-
prement les faces d’une union disjointe et finie de tétraedres de H? avec un seul sommet.
Notons @ l'appareillage. Nous allons voir des conditions combinatoires sur la géométrie
des tétraedres, qui déterminent la structure hyperbolique de M.
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AR AN X

FIGURE 2.12 — H-triangulation de (S3,41)

P L

(a)

FIGURE 2.13 — Etapes de I’algorithme au voisinage de ’aréte distinguée.

Rappelons que 'apareillage des faces induit une classe d’équivalence sur le sommet
idéal. Soit V' un sommet idéal d’'un tétraedre Ty . Soit Xy, une horosphere basée en V,
qui ne croise que des arétes issues de V. Alors le lien de V, L(V), est défini comme
L(V) =Ty NXy. Le triangle L(V) est Euclidien avec la métrique induite par Xy, et ne
dépend pas du choix de Xy, & similitude pres.

Placons-nous dans le modele du demi-espace supérieur. Considérons un tétraedre idéal
non dégénéré (c’est-a-dire dont les quatre sommets sont distincts) avec un sommet a U'infini.
Son intersection avec une horosphere centrée en l'infini est un triangle euclidien horizontal.
Ce triangle-la est similaire au triangle formé des trois autres points sur le bord C de H?3.
Notons u,v et w ces trois sommets, dans le sens trigonométrique (voir figure 2.21) et
associons a chacun de ces sommets les rapports suivants :

w—u uU—v v—w

z(u) = v_u,z(v):w_v,z(w):u_w.

Ces rapports sont des birraports de quatre sommets, dans le cas particulier ou 'un
d’entre eux est a 'infini. Ce sont des invariants des sommets qui caractérisent le tétraedre
a isométrie qui préserve l'orientation pres. On les appelle les parameétres de formes associés
a chacune de ces arétes partant du sommet en question vers l'infini.

Considérons maintenant, sans perte de généralité, ces invariants en se ramenant au
cas d’un tel tétraedre ou v = 0,v = 1,w = z € C et avec le dernier sommet a l'infini.
Alors ¥(z) > 0, z(u) = z, et il est alors facile de constater que arg(z) est l’angle diédral
de l’aréte correspondant au sommet u. De plus, d’apres la définition des invariants de
sommets, découlent les égalités suivantes :

Cela se résume avec le theoréme suivant.
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B F
E B
FIGURE 2.14 — Triangulation idéale a un seul sommet du complémentaire du nceud de huit
dans S3

FIGURE 2.15 — Triangulation du couple (S3,3;)

Théoreme 2.4.1 Soient z1, 29, z3 des nombres complezes a partie imaginaire strictement
positive, qui vérifient les équations

(1) z129023 = —1 et

(2) 1 —2z3+ 2120 =0.

Alors, il existe un tétraédre idéal T € H?, unique a isométrie préservant lorientation

pres, dont les invariants d’arétes, dans l'ordre de la main droite (sens trigonométrique en
regardant par-dessus le tétraédre), sont précisément z1, zo et z3.

Ces parametres sont en fait au coeur des résultats de cette these, avec les équations de
recollement définies tout de suite.

Théoréme 2.4.2 Soit ® un I+ (H?)-appareillage de faces pour une union finie disjointe
de k tétraedres. Alors ® est propre si et seulement s’il y a k classes d’équivalences d’arétes
telles que pour chacune d’elles les invariants d’aréte satisfont I’équation de recollement
sutvante :

2(E1)z(Es) - z2(Ep) =1

ot {E1, -, En} est une classe d’équivalence.

Rappelons la définition d’apareillage propre de faces :

Définition 2.4.3 Soit G un groupe d’isométries de X et soit & = {gy : f € F} un
G-appareillement de faces d’une famille finie P de polyedres disjoints de X . Alors nous
dirons que ® est propre si

1. tout point d’un polyédre P € P a une classe d’équivalence finie ;
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FIGURE 2.16 — Boules nord et sud collées le long de A

AN

FIGURE 2.17 — On peut extraire le tétraedre distingué et une 3-cellule de la 3-cellule
précédente

2. les isométries g ne fizent aucun point de f' pour chaque f € F ;

3. chaque classe d’équivalence d’aréte a un angle diédral de 2.

Preuve L’idée derriere cette équation de recollement, c’est qu’autour d’une aréte, les
tétraedres collés topologiquement le sont aussi géométriquement. Donc la somme des angles
diédraux doit étre 27 et le produit des modules égal a 1, voir figure 2.22.

Plus précisément :

Notons 7 l'union disjointe des tétraedres. Soit E; une aréte sur une face f; d’un
tétraedre T; de 7. Supposons, sans perte de généralité, que gs,(Eijt1) = E; pour i =
1,---,m—1et gy, (E1) = E,,. Définissons g1 = let g; = gy, ---g5,_, pouri =2,--- ,m+1.
Alors gp+1(E1) = Ejp. Orientons chaque tétraedre T; positivement ; cela induit une orienta-
tion sur les faces f;. Comme la restriction gy, : f/ — f; renverse l'orientation, I'intersection
entre f! et fi11, & savoir Ej1, est orientée négativement par rapport a f/. Par conséquent,
la restriction gy, : Fj;11 — Ej; préserve l'orientation pour ¢ = 1,--- ,m — 1. De méme pour
9fm - 1 — Ep, et donc gp, 1. Il en résulte que g, 1 agit soit comme l'identité sur £, soit
comme une translation non triviale. Le deuxieéme cas implique que la classe d’équivalence
de F est infinie. On a donc I’équivalence que g, 1 est 'identité si et seulement si la classe
d’équivalence de F4 est finie.

Les tétraedres T; et gy, (Ti41) sont face-a-face vis-a-vis de leur face commune f;, donc
il en est de méme pour les tétraedres ¢;T; et g;+17;4+1 vis-a-vis de g;f; pour tout i =
1,---,m— 1. De plus, comme f; et f/_; sont deux faces de T; s’intersectant en E;, g; f; et
gifl_y = gi—1fi—1 sont deux faces de ¢;T; s’intersectant le long de Ey, pour i = 2,--- ,m.
Par conséquent, les tétraedres g;T;, pour ¢ = 1,--- ,m, se recollent successivement autour
de FEj, en commengant par f/ de T et en terminant par gmfm = gm+1fr de gmTm-
Remarquons que les tétraedres g;T; se recollent tous géométriquement autour de Fj si et
seulement si la somme des angles diédraux des arétes Ey,--- , E, vaut 27 et gny1 = 1.
Donc ® est propre si et seulement si {¢g;7;} forme un cycle de tétraedres autour de Ej
pour chaque classe d’équivalence d’arétes {E1,--- , By}
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FIGURE 2.18 — Triangulation de la derniere 3-cellule en ajoutant une aréte

Al

FIGURE 2.19 — H-triangulation de (S3,31)

Supposons sans perte de généralité que ces tétraedres sont plongés dans le modele du
demi-espace supérieur de sorte que E; est vertical, et intersectons ces tétraedres avec une
horosphere centrée en l'infini. Il est alors clair que la condition précédente se réécrit a
I’aide des parametres de forme des tétraedres.

Remarquons premierement que I'argument du parametre de forme associé & une aréte
correspond a l’angle diédral de cette aréte, donc a ’angle au sommet du triangle eucli-
dien correspondant a l'intersection de I'horosphéere avec ’aréte en question ; le module du
parametre de forme d’une aréte donnée correspond au ratio des longueurs des cotés du
triangle euclidien, partant du sommet issu de l'intersection de I’horosphére avec ’aréte en
question.

Nous savons donc, par définition de propreté de ® et grace a cette discussion précédente,
qu’il y a autant de classes d’équivalence d’arétes que de tétraedres, et pour chacune d’entre
elles, si ® est propre, alors ’équation suivante est vérifiée :

2(Ey)z(Eg) - 2(Ey) = 1.

Il s’agit des équations de recollement de Thurston.

Pour s’assurer que la contraposée est vraie, il reste a montrer que si une équation de
recollement est vérifiée, alors la somme des arguments des z(F;) pour i = 1,---,m est
précisément 27 et pas un multiple non trivial de 27. Il y a k tétraedres, et la somme des
angles diédraux sur les six arétes d’un tétraedre est 27, donc la somme des angles diédraux
sur toutes les arétes est 2kx. Il y a aussi k classes d’équivalences d’arétes autour de chacune
desquelles la somme des angles diédraux est par hypothese un multiple de 27, c’est donc
bien 2. g

Nous noterons Soly 'ensemble des solutions des équations de recollement ; s’il y a n
tétraedres dans la triangulation, Soly C (C\{0,1})". A chaque point de Soly, correspond
une représentation discreéte du groupe du noeud dans PSL(2,C).
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z(u) z(v) (w)

FIGURE 2.21 — Tétraedre idéal hyperbolique avec un sommet a I'infini

2.4.2 Structure hyperbolique complete

Commencons par définir et rappeler des notations. Soit v un sommet d’un tétraedre,
notons [v] la classe d’équivalence de v selon 'appareillage de faces ®. Le point [v] est le
sommet idéal de la triangulation, on dit que c’est un point cusp de la variété. Soit f et f’
deux faces telles qu'il existe g¢, un élément de @, tel que g¢(f') = f; et u,u’ des sommets
de f, f' tels que g¢(u') = u. Rappelons que L(u) (resp. L(u')) désigne un triangle euclidien,
intersection de ’horosphere ¥, (resp. ¥,/) avec le tétraedre T, (resp. Ty/). Alors X, N f
(resp. Xy N f’) est un c6té de L(u) (resp. L(u')). Notons

g_f N — gf(Zu/)

la restriction de g¢. L’application gy est une isométrie euclidienne. Les segments g¢(3;,) N f
et 3, N f sont paralleles, car gr(X,/) et ¥, sont concentriques (voir schéma 2.23).
Soit
Dbr: gf(zu’) — Eu

la projection radiale. L’application py est alors un changement d’échelle. Soit hy = psgy,
alors hy est une similitude qui envoie le c6té X,y N f* de L(v') sur le coté X, N f de L(u).
Donc, {hs}er constitue un S(E?)-recollement propre des triangles L(u) (F est 'ensemble
des faces, et S(E?) est le groupe des similitudes de E?).

On suppose les horospheres 3, choisies de telle maniére que py = Id pour le plus grand
nombre possible de faces f.
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FIGURE 2.22 — Trois intersections de tétraedres avec une horosphere : (a) le produit des
parametres de forme associés a aréte centrale vaut 1; (b) le produit des modules est
supérieur a 1; (c) la somme des arguments est supérieure a 27.

FIGURE 2.23 — Schéma explicitant les notations de cette sous-section

Notons L[v] l'espace euclidien obtenu en collant les triangles L(u) selon les similitudes
hy. La surface L[v] est appelée le lien du sommet idéal [v]; si les éléments de ® préservent
I’orientation, cette surface est topologiquement un tore.

Lemme 2.4.4 S’il est possible de choisir I’ensemble des triangles {L(u)} de telle maniére
que @ se restreint en un appareillage de cotés pour {L(u)}, alors L[v] est complet.

Preuve Si ® se restreint en un appareillage de cotés pour {L(u)}, alors le changement
d’échelle py est trivial pour tout f, donc hy = gg et {hs} constitue donc un Z(E?)-
appareillage de cotés pour {L(u)}. De plus L[v] est compact, donc la (E2, Z(E?))-structure
de L[v] ainsi déterminée est complete d’apres le théoreme 1.2.19. Le théoreme 1.2.21 permet
de conclure que L[v] est une (E2, S(E?))-surface. O

Définissons un nombre réel d(v) associé a un sommet v a partir d’un recollement
propre de tétraeédres définissant une variété hyperbolique. Soit [v] un sommet idéal, ¥, une
horospheére centrée en v, T, un tétraedre ayant v pour sommet idéal, et L(v) = 3, N7y,
qui est un triangle euclidien. Prolongeons L(v) autour de v en un polygone P triangulé,
grace aux isométries de ®, de sorte que pour chaque u € [v], L(u) est un triangle de
P. Autrement dit, P croise successivement chacun des tétraédres T, orthogonalement et
proche de u, jusqu’a entrer de nouveau vers le tétraedre 7, comme une nouvelle horosphere
Y! centrée en v, donc concentrique avec ¥,. Notons d(v) la distance entre X, et X! et
considérons que d(v) est positif si ’horoboule bornée par 3 contient ¥,. Notons que d(v)
est un invariant de [v].
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La figure 2.24 explicite schématiquement cette construction de d(v). A gauche, I’ho-
rosphére centrée en v, L(v) est prolongée apres z1, orthogonalement vers x, puis vers x3,
etc. jusqu’a x5 ou I'horosphere X! est concentrique a ¥, et distante de d(v). La figure de
droite explicite cela apres identification des sommets de [v] : les < segments > x; et a} sont
collés (des points sur le schéma, des segments dans le cas étudié) et le < triangle > L(v)
est prolongé en un < polygone > P (un arc sur le schéma, mais un triangle et un polygone
dans le cas étudié).

(a) Schéma dans le modele de la boule de Poin-
caré (b) Schéma apres identification de [v]

FIGURE 2.24 — Le triangle L(v) est étendu en un polygone P autour des éléments de [v]

Lemme 2.4.5 M est compléte si et seulement si pour son sommet idéal [v], d(v) = 0.

Preuve Supposons dans un premier temps que d(v) < 0. Continuons alors indéfiniment
le prolongement de I’horosphére ¥, apres X! et appelons h, ce qu’il en résulte. A chaque
tour autour de v, le rayon de I’horosphére est multiplié par un facteur constant inférieur
strictement a 1. Il existe donc un arc sur h, de longueur bornée aprés un nombre de tour
indéfiniment grand autour de v, et contenant une collection de points constituant une suite
de Cauchy non convergente.

De méme si d(v) > 0 pour tout sommet v, en tournant dans 'autre sens.

Supposons maintenant que pour le sommet [v], d(v) = 0. Dans ce cas, considérons une
nouvelle variété compacte My issue de M apres lui avoir enlevé un voisinage du sommet
en horoboule. Soit (M;)icr une famille de variétés obtenues en enlevant des horoboules
de rayon plus petit bornées par des horospheres a distance ¢ de la premiere. Alors (M)
satisfait les conditions du lemme suivant, donc M est complete. O

Lemme 2.4.6 S’il eziste une famille (My)ier d’ensembles compacts recouvrant M tels
que My, contient un voisinage de rayon a autour de My, alors M est un espace métrique
complet.

Preuve Soit (u;) une suite de Cauchy de M et € > 0. Alors, il existe un entier k tel que
d(uj,uj) < € pour tout i,j > k. Comme les M; recouvrent M, il existe un entier [ tel que
{u1,...,u} € M;. Alors I’ensemble M, contient entierement la suite (u;). Comme M; .
est compact, la suite des (u;) converge. Donc M est bien complete. O

Théoréme 2.4.7 Soit M une variété hyperbolique de dimension 3 obtenue par un Z(H?)-
appareillement propre d’une famille finie disjointe de tétraédres idéaux de H3. Alors M
admet une structure hyperbolique complete si et seulement si le lien du point cusp admet
une strucure euclidienne compléte.
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Preuve Soit v un point idéal de M et L[v] son lien. Supposons que L[v] ne soit pas com-
plet. Alors, d’apres le lemme 2.4.4, il existe une face f croisant [v] tel que la projection
radiale py # Id. Il s’agit a partir de cela de construire une suite de Cauchy non conver-

gente de M : Notons f1,..., fm des faces ayant pour sommets vy, ..., v, respectivement,
numérotés tel que gy, (vit1) = vi, gf,, (V1) = Um, Py, = Id pour chaque i = 1,...,m — 1,
et S = S],. Notons aussi L; = L(v;), les triangles euclidiens pour ¢ = 1,...,m. Soit x|,

un point de f N Lj. Soit o un segment joignant x( & un point z; de f; N Ly. On choi-
sit récursivement un point x; de f; N L; et un segment o; de L; joignant :L‘Ll a x; pour
i=2,...,m tel que ps(z;,) = x( (vor figure 2.25)

FIGURE 2.25 — Construction d’une suite de Cauchy non convergente

Ainsi, la suite constituée des x;, soit dans 'ordre des indices croissants puis prolongée
apres I, soit dans 'ordre des indices décroissants puis prolongée apres x1, constitue une
suite de Cauchy non convergente telle que mentionnée dans la preuve du lemme 2.4.5. Ce
qui prouve que M n’est pas complete.

Réciproquement, supposons que L[v] soit complete. D’apres le theoreme 1.2.24, il existe
un groupe d’isométries I', de H? agissant librement et discontinument sur ¥, et il existe
une (E?, Z(E?))-équivalence entre X, /T, et L[v], compatible avec la projection de L(v)
sur L[v]. Soit B(v) 'horoboule ouverte centrée en v telle que 0B(v) = ¥,. Alors, I', agit
librement et discontinument sur B(v) comme un groupe d’isométries. Par conséquent, pour
chaque [v], B(v)/T', est une variété hyperbolique de dimension 3 qui vérifie les conditions
du lemme 2.4.6, donc M est complete. U

2.4.3 Equation de complétude

Considérons donc maintenant une triangulation idéale a un seul sommet idéal du
complémentaire d’un noeud dans S, nous allons maintenant voir une condition nécessaire
et suffisante sur les parametres de formes des tétraedres de la triangulation pour que cette
variété puisse étre munie d’une structure hyperbolique complete. Avant cela, récapitulons
ce que nous avons vu jusqu’a présent :

D’apres le théoreme 2.4.7, M est complete si et seulement si L est complete. D’apres les
théoremes 1.2.11, 1.2.21 et 1.2.24, on a que L est complete si et seulement si I’holonomie

n:m (L) — S(IE2)

envoie 71 (L) isomorphiquement sur un groupe libre discret d’isométries euclidiennes. Ce
qui est le cas si et seulement si 'image de 1 est un groupe de translations. En identifiant
E2 & C, on peut écrire une isométrie euclidienne de la forme z — az + § ot @ € C* et
B € C, il s’agit donc d’avoir a = 1.

Revenons-en au tore L, qui admet une triangulation induite par la triangulation du
complémentaire du nceud : il s’agit de I'intersection d’une horosphere avec les tétraedres
idéaux. A chacun des sommets de ces triangles, est associé un parametre de forme des
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tétraedres dont le module est égal, par construction, a un ratio de longueurs des cotés
|ua|

adjacents des triangles. En suivant les notations de la figure 2.26, on a |z| = Tual " Ainsi, le
parametre « de I'image d’un chemin sur L correspond a un certain produit des parametres
de forme successifs :

Référons-nous par exemple a la figure 2.27. Cette figure représente une partie de chemin
sur un lien L. Par construction des parametres de forme, z1(—z426)28(—210212) = %, ol
a et b sont vus comme des longueurs algébriquess. Ainsi, 'image d’une boucle sur le lien
par 7 est le produit des parametres de forme aux angles des triangles que croise la boucle.
Cela nous fournit donc une équation supplémentaire aux équations de recollement, & partir
des parametres de forme, a savoir que le produit des parametres de forme donné par le
méridien sur le lien du point cusp doit étre egal & 1. On peut aussi le faire pour la longitude,

les deux équations sont équivalentes, si 'on a deja imposé les équations de recollement.

Remarque 2.4.8 Notons que dans I’exemple précédent, les relations de triangle im-
pliquent : § = 2125_12821_11.

S’il existe, ’ensemble de parametres de forme qui constitue une solution aux équations
de recollement et de complétude pour une triangulation donnée, est unique, et il induit
une représentation fidele du groupe du noeud dans PSL(2,C). Nous le noterons Solc.

us u2

FIGURE 2.26 — Lien d’'un sommet ; les u; représentent les longueurs de cotés, z est un
parametre de forme

FIGURE 2.27 — Chemin sur L ; les z; sont des parametres de forme, a et b sont les longueurs
des cotés

2.4.4 Exemple du nceud de huit

Reprenons la triangulation idéale du complémentaire du nceud de huit dans S% vue
précédemment et la triangulation du lien du sommet idéal.
L’équation de recollement autour de I'aréte labellisée d’une simple fleche est

zlzgwgwg =1,

pour la double fleche :
21 Z5wiwy = 1.
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FIGURE 2.28 — Triangulation idéale du complémentaire du noeud de huit ; les parametres
de formes sont écrits a coté des arétes

Tronquer les tétraedres de la triangulation idéale donne une décomposition cellulaire
du complémentaire d’un voisinage tubulaire du noeud, cela permet aussi de déterminer le
lien du sommet idéal (voir figure 2.30). L’aréte labellisée ¢g constitue un méridien de cette
triangulation et on en déduit donc 1’équation de complétude suivante :

zo(—wows) = 1.

S3.

FI1GURE 2.30 — Lien du point cusp de la triangulation idéale du complémentaire du nceud
de huit

Remarque 2.4.9 1. Dans le cas du nceud de huit, la triangulation idéale a deux
tétraedres fournit une métrique hyperbolique compléte si et seulement si les deux

tétraedres sont réguliers, c’est a dire que tous les parameétres de forme sont égaux a
/3
e'rle,

2. Le volume d’une variété hyperbolique complete est un invariant topologique, d’apres
le theoreme de rigidité de Mostow. Si Solc admet une solution, chaque tétraedre

a une géométrie qui permet de calculer son volume. Le volume de la variété est la
somme des volumes des tétraedres.
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3. Soly est appelé variété de déformation. 1l s’agit d’une variété algébrique affine et
< presque tous ses points > correspondent & la déformation d’une variété complete
qu’il est possible d’obtenir a partir d’une chirurgie de Dehn. Toute variété hyperbo-
lique compléete peut étre obtenue a partir d’une triangulation idéale d’une variété a
cusp par chirurgie de Dehn (voir par exemple [36] pour plus d’informations).

2.4.5 H-triangulations et équations de recollement

Comme nous 'avons vu précédemment, les triangulations idéales de complémentaires
de noeud peuvent s’obtenir a partir de H-triangulations a un sommet. Remarquons que dans
une H-triangulation particuliere, le noeud est représenté par une aréte et il est représenté
par un sommet dans une triangulation idéale. La H-triangulation contient en quelque sorte
plus d’informations que la triangulation idéale correspondante. Nous allons voir tout de
suite ce qu’il en est des équations de recollement et de complétude avec les H-triangulations.
Avant cela, distinguons trois types d’arétes dans une H-triangulation :

1. il y a l’aréte distinguée;
2. il y a des arétes qui ont une aréte correspondante dans la triangulation idéale : ce sont,

d’une part, les arétes qui n’apparaissent pas dans le tétraedre distingué et, d’autre part,
I’aréte opposée a 'aréte distinguée dans le tétraedre distingué;

3. enfin, il y a les arétes des deux classes d’équivalence qui sont identifiées lors de la
contraction du tétraedre distingué permettant de passer de la H-triangulation a la
triangulation idéale correspondante.

Notons que les deux dernieres catégories ne sont pas forcément disjointes, comme dans

I’exemple du nceud de trefle présenté précédemment.

Proposition 2.4.10 Considérons une triangulation particuliére d’un couple (S3, K) ou
K est un neeud, et sa triangulation idéale correspondante. Associons d chaque aréte de
tétraedre non-distingué un paramétre z € C\ {0,1} qui vérifie les équations suivantes :

(1) Si z1,z9, z3 sont trois paramétres d’arétes autour d’un sommet, ordonnés dans le sens
trigonométrique, alors ils vérifient les équations :

Z129223 = —1

1— 2942129 =0

(2) Soit [E] une classe d’équivalence d’arétes de la triangulation et zi,...,z, les pa-
rametres associés aux arétes de [E| qui ne sont pas dans le tétraédre distingué, alors

(i) Si [E] est dans la troisiéme catégorie précédemment définie,

(ii) sinon,

Alors l’ensemble des solutions de ces équations est égal a Solc.

Remarque 2.4.11 A partir d’une H-triangulation particuliere du couple (S3, K), on peut
donc directement avoir les équations de recollement et 1’équation de complétude de la
triangulation idéale correspondante.
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Preuve Soit [v] la classe d’équivalence du sommet de la H-triangulation. Alors le lien de
[v] est une sphere. Etudions le cas des trois types d’arétes de la H-triangulation :

Il est clair que le produit des parametres complexes associés a une classe d’équivalence
d’arétes qui sont dans la deuxieme catégorie mais pas dans la troisieme, correspond a
une équation de recollement de la triangulation idéale. Celles-ci permettent donc d’avoir
toutes les équations de recollement. En effet, rappelons que s’il y a n classes d’équivalence
d’arétes, il suffit d’avoir n — 1 équations de recollement, puisque la derniere se déduit de
celles-ci. Il s’agit donc d’observer quelle équation donne le produit des parametres de forme
correspondant a une des deux dernieres classe d’équivalence d’arétes. Pour cela, reportons-
nous a la figure 2.31. Il s’agit d’un schéma de triangulation du lien d’'une H-triangulation,
donc d’une sphéere triangulée. Les deux triangles des extrémités gauche et droite sont les
liens des sommets bordant ’aréte distinguée. La courbe bleue représente donc les produits
de parametres complexes associés a une aréte de la troisieme catégorie. Il s’agit par ailleurs
du produit des parametres de forme associés au méridien du lien du sommet idéal de la
triangulation idéale correspondante. O

FIGURE 2.33 — Lien du sommet de la H-triangulation de (S3,41)

Dans 'exemple du nceud de huit, on a pour 'aréte labellisée double fleche :

21 Z5wiwy = 1
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et pour l'aréte simple fleche :

ZoWoW3 — —1.






Chapitre 3

Une généralisation non
commutative

3.1 Introduction

In his famous Princeton notes [36], Thurston introduced the following gluing equations.
Starting from an ideal triangulation X of a cusped manifold, M \ K, assign to each edge
of each tetraedron a shape parameter z € C so that :

o if 21, 29, 23 are three shape parameters counter-clockwisely ordered around a vertex of a
tetrahedron, then 212923 = —1 and 29 — 2129 = 1;

o for each edge F of X, let z1,..., 2, be the shape parameters of all the edges which are
identified to E, then [,z = 1.

This defines a set of polynomial equations, hence an affine variety in (C\ {0, 1})%", where
n is the number of tetrahedra in the triangulation. This affine variety is called deformation
variety. We denote by Ry its associated ring of regular functions. The deformation variety
may be empty for some triangulations. In that case, Ry is defined to be the ring with one
element.

Since then, the gluing equations have been extensively studied, see for example [15, 16,
26, 27, 33, 34].

Later, Kashaev introduced A-groupoids [10] and B’-rings associated to ideal triangula-
tions of manifolds and computed them for the trefoil and the figure eight knot complements
[13].

Then, in [11], Kashaev introduced the ring Ry, the abelianisation of which is studied
in this article. This ring is associated to a particular 1-vertex H-triangulation of a pair
(M3, K) (where M?3 is a connected, oriented, closed 3-manifold and K is a knot) to which
naturally corresponds an ideal triangulation of the complement of K in M?3. This will be
precised in section 3.2. In the case of the trefoil knot, Ry is abelian and isomorphic to R.
In the case of the figure-eight knot, Ry is not abelian, but its abelianization is isomorphic
to Ry.

We prove in the following that for any knot embedded in an integral homology 3-
sphere there exists an isomorphism between the abelianization of the ring Ry defined
from particular H-triangulations and the ring R; of regular functions on the deformation
variety of a corresponding ideal triangulation. This isomorphism is explicitly constructed
in section 3.3 and the corresponding theorem 3.3.2 is proved in section 3.4. In section 3.5
we give an example of a knot embedded in the 3-sphere and examples of knots embedded
in other manifolds.
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B
A

FIGURE 3.1 — Example of a distinguished tetrahedron TX. Its distinguished edge K is
dotted.

3.2 Preliminaries

3.2.1 Triangulations

Let M be a connected, oriented, closed 3-manifold. A triangulation A of M is defined
to consist of a pairwise disjoint union of oriented euclidian tetrahedra A3 = LI, A3,
together with a collection @ of orientation-reversing affine isomorphisms pairing the faces
of the tetrahedra in A3, so that M is homeomorphic to the identification space A3/®. In
the following, for k € N, A¥ will denote the set of cells of dimension k of the triangulation
A.

An H-triangulation is a pair (A, K), where A is a triangulation of a 3-manifold M and
K is a hamiltonian subcomplex of the 1-skeleton of A. In the following, we will consider
only particular H-triangulations : we will assume that A has only one vertex, and the
hamiltonian subcomplex is given by a single edge K, which is contained in a single face,
FE of A, obtained from a single tetrahedron T of A, glued to itself as a closed book
by ® along its two faces. The edge K represents a knot embedded in M. Such a H-
triangulation of (M, K') will be denoted Tp. In order to stress the ”H-nature” of Ty, the
set of k dimensional cells of Ty will be denoted A¥H and the set of face pairings, ®H.
We will denote py : A3H — A3H/®H the identification projection. K, FK TK will
respectively be called distinguished edge, distinguished face and distinguished tetrahedron
(see figure 3.1).

Proposition 3.2.1 For any knot K in S3, there exists a particular H-triangulation of
(S?, K).

Proof There exist algorithms for one vertex H-triangulations of couples (S3, K). See,
for example, [12], section 4. A slight modification of this algorithm allows one to get
a particular H-triangulation : at the last stage of the decomposition of the 3-cell onto
several tetrahedra, one has to extract a distinguished tetrahedron, and the previous steps
of the algorithm always make this possible. O

From Tz, one gets a cell decomposition of another manifold by removing an open
neighbourhood of the vertex. This is equivalent to truncating the tetrahedra, so that
the new 3-cells are bounded by triangular and hexagonal faces. The triangular faces are
bounded by short edges, and hexagonal faces are bounded by short and long edges which
are remnants of the edges of Tg. The obtained manifold is the complement in M of an
open ball. Such a cell decomposition will be denoted Tz and the set of k dimensional cells
in Tz will be denoted AXH, Figure 3.2 is an example of a truncated tetrahedron. We will
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denote H C W/ ®H and H c A2H the sets of non distinguished hexagonal faces, 7 the
set of triangular faces disjoint from the distinguished edge, £ ¢ ATH/®H and £ ¢ ALH
the sets of non distinguished long edges, S ¢ ATH/®H and S ¢ ALH the sets of short
edges disjoint from the knot.

An ideal triangulation of a connected, oriented, cusped manifold NV, is defined to consist
of a pairwise disjoint union of oriented euclidian tetrahedra A3 = LIy A‘?’I, together
with a set ®! of orientation-reversing affine isomorphisms pairing the faces of the tetra-
hedra in A3! so that N = (A31\ A%1)/®L Such a triangulation will be denoted 77.
We will denote p; : A3\ AOL 5 (A31\ AOL) /P! the identification projection. In the
following, we will consider a knot K embedded in a 3-manifold M and ideal triangulations
of N = M\ K, such that A3!/®! is a pseudomanifold having one singular point, its
only vertex, corresponding to K. The tetrahedra of 77 can be seen as hyperbolic ideal
tetrahedra with vertices at infinity.

Let us remark that from a so-called particular H-triangulation of a pair (M, K), with
at least two tetraedra, one can get an ideal triangulation of M \ K by collapsing the
distinguished edge to a point in such a way that the distinguished face F¥ is collapsed
to an edge while the two other faces of the distinguished tetrahedron (not bounded by
distinguished edge) are identified with each other. For example, in figure 3.1, the edges
with simple and double arrows are identified with each other ; face FX collapses and faces B
and A are identified with each other. Then, each cell of Ty different from the distinguished
ones have a canonical corresponding cell in 77.

One can find more information on triangulations of 3-manifolds in [4, 20].

From an ideal triangulation of a knot complement in a 3-manifold, one can construct
a ring Ry as in the introduction.

3.2.2 Definition of Ry

According to [11], the ring Ry is defined from 7 with oriented short edges by the
following presentation. The set of generators is given by associating to each oriented short
edge e € S, disjoint with the distinguished edge, a pair of generators (ue,v.); and the set
of relations :

e if & is the edge e with opposite orientation, uz = u_; ! and vz = —u; tve ;

e hexagonal face relation : if € is the unique oriented short edge such that it belongs to the
same hexagonal face as e, and the terminal points of e and é form the boundary of a long
edge, then us = ve and v = ue;

o triangular face relations : if ey, eq, es are cyclically oriented short edges constituting the
boundary of a triangular face, then e, Ue,Ue; = 1 and Ue, Ue, Vey + Ue; Vey + Ve, = 0.

One can easily check that there exists a representation of the knot group onto GL(2, RH) by

Ue Ve

0 1 ) to each oriented short edge disjoint from the distinguished

associating the matrix <

edge and the matrix <(1) (1)> to each (oriented) long edge different from the distinguished

one.
Note that the ring Ry is not necessarily commutative. We will denote by Ry the
abelianization of Ry.

Lemma 3.2.2 Let the truncated distinguished tetrahedron be labelled as in figure 3.2, then
U] = U, Up = vr_nlvl, vp = 0.
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FIGURE 3.2 — Truncated distinguished tetrahedron

Proof Let us write the two triangular face relations where all generators with indices
i1,1%2, J1, jo are expressed in terms of (uy, v;) and (uyy,, vy, ) through the use of the hexagonal
faces relations.

For the left hand triangle :

1= vmupvfl (3.1)
0= —vmupvflul + U Up + Uy (3.2)
and the right hand triangle :
1= u gy (3.3)
0 = —up, vmup (v, ' w)uy t + up om v, + Uyt

Equations (3.1) and (3.3) imply that w,, = u;. Then (3.2) implies that v, = 0 because v,,
is invertible. O

3.3 A ring homomorphism from R; to Ry

We define a ring homomorphism f : Ry — Ry as follows. Let E be an edge of a
tetrahedron of the ideal triangulation with shape parameter z. Let us still call E the
corresponding long edge in L. We choose a boundary point of E in AOH  and let e; and
ej be the short edges in S sharing this point at their origins and such that E, e;, ej are
clockwisely ordered. Let (u;,v;) and (uj,v;) be the couples of generators in Ry assigned
to e; and e;. We define, f(z) = vivj_l (see figure 3.3).

Remark 3.3.1 Keeping the notation of figure 3.3, f can be equivalently defined as f(z) =
-1

Up’LLq

Let us check that f is a well defined ring homomorphism.

First, the definition of f does not depend on the choice of the boundary point of E : if
er = e?i and e, = e?j, then v; = vlzl and v; = v;l so that Uﬂ}{l = vnvgl.

Let FE1, Eo, E3 be three long edges counter-clockwisely ordered around a vertex of
a tetrahedron in A3!, with shape parameters z1, 29, 23, and let €i,ej, e be three short
edges bounding a triangular face obtained after truncation along the corresponding vertex
and such that F1,e;,e; and Ea,€j, e, are clockwisely ordered. Then, the triangular face
relations are ujukui_l =1 and —v; +ujvg +v; = 0.

So,

1

f(z1)f(2z2)f(23) = (vivj_l)(—uj_lvjvk_l)(ulzlvkvi_lui) = —uj_lu,; u; = —1
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1

N/

\/ \/

FIGURE 3.3 - f(z) = viv; |

FIGURE 3.4 — Glued triangles

and

f(z2) — f(z21)f(22) = —uj_lvjvgl + vivj_luj_lvjvk_l = uj_l(—vj + vi)vk_l =1

Let us now check that the gluing equations are respected. If the ideal triangulation of
the knot complement contains an edge with only one preimage by p;, then both R; and
Ry are the ring with one element and all conditions are trivially satisfied.

Before considering the general case, let us first remark the following. Let two triangles
in 7 be glued together along an oriented short edge e; with initial point corresponding
to long edges with shape parameters z; and z2. Let e;, ej, e;, be short edges clockwisely
ordered as in figure 3.4. Then, f(z1)f(z2) = (ij_l)(vjv,;l) = ;L

Let us now consider separately few different cases. First, if an edge F in the ideal trian-
gulation has no corresponding one in a distinguished tetrahedron of the H-triangulation,
then the product of the f(z;) around E telescopically reduces to 1.

Second, E has a corresponding edge opposite to the distinguished edge in the distin-
guished tetrahedron. Then, after telescopication, keeping notations of lemma 3.2.2, the
product of f(z;)’s around FE reduces to Ui Uy ! which is equal to 1 due to lemma 3.2.2.

Third case, F has a corresponding edge in the distinguished tetrahedron in the boun-
dary of the distinguished face. Again, and after telescopication, the product of f(z;)’s
around F reduces to a product of parameters v; which is equal to 1. In order to see this,
it is easier to use the equivalent definition of f : f(2) = upu; ! as in remark 3.3.1. Then,

q

by using the notation of figure 2, the edge as will contribute uiQuj_Ql and the edge a; will
contribute u; 1uj1 (both aj appear twice in the distinguished tetrahedron). The product

of those two contributions is 1 due to hexagonal face relations of figure 3.2.
Theorem 3.3.2 If Hi(M,Z) =0, then f is a ring isomorphism.

Remark 3.3.3 Poincaré duality theorem and Universal coefficients theorem imply that
if Hi(M,Z) = 0, then Hy(M,Z) = 0.
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3.4 Proof of the main theorem

First of all, let us clear up the particular cases where the ideal triangulation of a knot
complement contains an edge with only one preimage by p;. Such an edge must be in a
tetrahedron closed as a book around it. Then, the shape parameter of that edge must be
equal to 1, which means that the deformation variety is empty. As a consequence, the ring
Ry is the ring with one element. Besides, according to lemma 3.2.2, in that case, there is
an invertible element in Ry equal to 0. So Ry is also the ring with one element and the
isomorphism between R; and Rj is trivial.

For the general case, let us first remark that the image of an element of R; by f is
a priori a product of an even number of elements in Ry. Then, in order to prove the
surjectivity of f, the main difficulty is to write an equality in Ry with one generating
element on the left hand side and an even number of generating elements on the right
hand side. For that, we will use the triviality of H;(M,Z).

From now on, we will say that an oriented short edge e € S is parallel (resp. antiparallel)
to an oriented long edge E of £ if there exists E of p;II (pu(FE)) such that e and E’ are
disjointly contained in the boundary of one and the same hexagonal face F', and if the
orientations of € (resp. e) and E’ are induced from the orientation of F'. We will also say
that two oriented short edges e and e’ are parallel (resp. antiparallel) if there exists a long
edge F of L such that e and ¢’ are both parallel or antiparallel (resp. one is parallel and
another one is antiparallel) to E. We will also say that an edge e € S is parallel (resp.
antiparallel) to an edge F € L if there exists a parallel (resp. antiparallel) preimage of e
and F by py. For instance, in figure 3.2, m, ¢ and [ are parallel.

Lemma 3.4.1 If e and € are parallel short edges in S, then there exists m € Ry such
that f(m) = ueu,,'.

Proof We will prove that there exists m € Ry such that f(m) = UéU;l(See subsection

3.2.2 for the definition of ¢ and e’), which is equivalent to the lemma 3.4.1.

Let E € L be parallel to e and ¢/. Then, among the triangles containing the edge
E in Ty there are some which also contain the edge é or ¢’. On the disk composed by
the triangular faces containing a given end point of F, choose a path from é to €’. Let
e1,...,e, be short edges met by this path and oriented so that they all have the same
starting point (here ¢ = e; and ¢ = e,). Let Ei,...,E,_1 € p; (E) be long edges
intersecting e1,..., e, in their starting point, and let z,...,2,-1 be the corresponding
parameters in the ideal triangulation (see figure 3.5). Let m = H;:ll z; € Ry. According
to the gluing equations in Ry, m does not depend on the choice of the path from é to
¢'. Besides, [1! f(z:) = [1'<} vvh = vt = vév; (here, (u;,v;) is the couple of
generators in Ry associated to the short edge e;). O

It will be usefull in the following to denote m,._, for such a word.

Corollary 3.4.2 Lete € S and m € Ry be such that f(m) = ue. Then, for any short edge
€' parallel to e, there exists m’ € Ry such that f(m') = uer.

Being a cell complex decomposition of M, Ty induces a presentation of the first ho-
mology group with 1-cells as generators, and 2-cells as relations. Let us denote by K the
distinguished edge corresponding to the knot in M. Let us also denote by EZH forl<i<n
all the other edges in AMH /@®H and EZ]H the edges of AV such that pH(EZ]H) = EH.
Let us denote by AlH (M) the group of oriented [-chains (the free abelian group with basis
the oriented open [-simplices), with boundary maps : 97 : AH (M) — A (M). Let us
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FIGURE 3.6 — Definition of r : e = r(F, E)

denote by FX the distinguished face of AZH /®H and FH for 1 < i < m the other faces.
Then 0 (FX) = ex K + ejE]H + ej/Ej},I (e; = £1). Besides, according to the particular
H-triangulations considered here, F¥ is the only face of A% / ®H whose boundary
contains K. Thus, one can consider another presentation of the first homology group with
generators the edges in AVH /®H without the distinguished one, and relations correspon-
ding to non-distinguished faces. On what follows, we assume that K and F'X are removed
from the corresponding sets of cells.

Let us assume from now on that Hy(M,Z) = 0 and define some useful notations. Let
A be an edge in AVH/®H, Then, there exists a map 74 : AZH/®H 5 7 such that

A= > na(F)as'(F) e Af(M).
FEA2H/pH

It is a tautological equality in a free abelian group.
For any F' € H let

Er ={E € L | E is on the boundary of F'}

and let us define a set B 3
X={(F,E)|FeH,Ecér}

and a map r : X — S in the following way. E is on the boundary of two faces in #, F and
F', so r(F, E) is the short edge on the boundary of F’ disjoint from E and parallel to it
(see figure 3.6).

We fix a section o : H — H with the image disjoint with the distinguished tetraedron.

Denote F = o(H) and reinterpret n4 as a map from F to Z.
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We define

Ua= H H (tr ()™ )

FeF Eeép

Let us also define a map s : £ — S which associates arbitrarily, to each long edge, a

parallel short edge, and
Ui =TT I sopre)™™
FE]': EGgF
and remark that U} = u,(4); it is a tautological equality in the free abelian group generated
by the symbols u; associated to short edges. Then, for each A € AVH/®H one can write

the equality
Us Usopgr () | ")
US(A):U:HH( :
A per Eeép Ur(FE)

By definitions of r and s and thanks to lemma 3.4.1, there exist words mp g € Ry such that
Uso E
.

According to corollary 3.4.2, for any short edge e; parallel to s(A) and with the ge-
nerators of Ry (u;,v;), there exists a word m; € Ry such that f(m;) = u;. Besides, for
any short edge e;, there exists a short edge e; such that v; = u; or v; = u; L Thus f
is surjective, and this almost allows one to define a ring homomorphism ¢ : Ry — Ry :
keeping the previous notation, g(u;) = g(v;) = m;.

One still has 4 things to check :

= f(mp,p) and thus there exists a word mg4) in Ry such that f(mga)) = usa)-

1. The images of the u; do not depend on the choice of 74 :

Let 7]21) and nff) be two maps such that

A= "9V F)F =Y 0P (F)F e Al (M)
F F

As Hy(M,Z) = 0, ¢ = S oV (F)F — 3 pn@ (F)F = 08 (), where 7 is a linear
combination of tetrahedra in Tz. If 7 contains the distinguished tetrahedron, then
there is an ambiguity in the word mgy4) given by a power of the product of all
shape parameters associated to the edge opposite to the distinguished edge in the
distinguished tetraedron, which is 1 thanks to the gluing equations. Let us now

assume that 7 contains only tetrahedra different from the distinguished one. Let us
(1)

denote by mi&) and mga) the corresponding words for 74(1) and 74(2). Then m‘zéf)
Mg a)
is the product of all shape parameters of all tetrahedra contained in 7, so it is equal

to 1.

2. The definition of U4 does not depend on the choice of F i.e. the section o : H — H :

Let F € H and {F',F?} = p,;/(F). If one of the F’s is on the boundary of the
distinguished tetrahedron, then there is no problem thanks to the definition of o.
Else, let E,i, 1 <k <3,1<i<2 be the long edges in the boundary of F?, with the
corresponding shape parameters z,’c Let 62 =r(F Z,E}C) It is then easy to see that
for each k, f(z,iz,%) = u,{,(ui)_l, then the ambiguity of m,(4) is given by a power of
I, zizt =1€ Ry.

3. The definition of m; does not depend on the choice of s :
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Let A € L, e1,eo € S with parameters (ug,v1), (ug,v2), and s1,82 : L — S such
that s1(A) = e1, s2(A) = ey and for any E € L,E # A, s1(E) = s2(E). Then,
from the definition of g, one can write gs,(u1) = Mg, (a), gsy(u2) = Mg,a) and
sz (ul) = Mey—eaMisy(A)-

The sum of the powers of u; in the definition of U} is 1, so U} = LU and

Is1 (ul) = Mg (A)
= Mey—exMsy(A)

= 0so (ul)

The same reasonning works for gs, (u2) = gs, (u2).

For E # A, the sum of the powers of u; in the definition of U} is 0, so changing s
has no influence on the definition of g(u) for the short edges parallel with E.

4. Let us now prove that g respects the relations in Ry.
The hexagonal face relations are preserved by definition of the image of v;.
Until now, orientation of long edges, hence the sign, was implied in the notation,
and short edges were considered parallel with long edges. Reversing orientation of a
short edge naturally inverses the image of its generator u by g.
Let us check now, that reversing orientation preserves the relation for the parameter
.
Let ey, ea,e3 be three short edges on the boundary of a face F' € H, respectively
parallel to long edges E1, s, E3 (also on the boundary of F') and oriented such that
the starting point of e; and eg bound FEs, and the end point of e; and es bound FEj3.
Then, by definition of g, g(v2) = g(u1). Let us reverse orientation of es and let us
call it €3, then g(v3) = g(u3), and one has to check that g(usz) = —g(u2) tg(uy). Let
us do this from the definition of g(u3) and let us assume without loss of generality,
that e3 = s(F3). Let us write 9/ (F) = Fy + E3 — Ey € AH (M), so

Egzﬁf(F)+E1—E2
= 851 F+ ZnE1 (¢)¢ - ZUE2(¢)¢
¢ ¢

Let us assume, as a first case, that py(F1), pr(E2), pu(Es) are three different edges
and that e; = s(E1) and ex = s(E2). Let us denote u, = r(F, E;). Then, one has the
following tautological equality :

Uus = )
usuyuy Uy U3

/
Z?Zﬁ? has as preimage in R; a product of three different shape parameters of a
3 2

tetrahedron (which is equal to -1), g—f has as preimage in R; a word m; from lemma
3.4.1 such that f(m;) = u; and g—f has as preimage in Ry a word ms from lemma
3.4.1 such that f(mz) = ug. So, by construction of g, g(us) = —g(u1)g(uz)~!. Let us
now assume that another edge of the boundary of F' has projection equal to E3 in

AVH/PH for example Ey, with s(E;) = s(FE3) = e3. Then, one has the following
uzuyu2 U; Uy uzuyuz _ uzuyu2 uy
uhugul Uy U3’ ufuzul ufuiul us

tautological equality : usz = but now, g—lf = uz and
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which has preimage in R; the product of three different shape parameters of a
tetrahedron and the word of corollary 3.4.2 going from e3 to e;.

Let us end with the triangular face relations. Let e;, ¢;, e, be short edges bounding a
triangular face in Ty, with generators (u;, v;), (uj, v;), (ug, vg). Let F be the opposite
hexagonal face, with long edges Ej;, E;, Ej, on its boundary. Let us assume they are
oriented so that 0/ (F) = E;+E;— Ej, and one has to prove that g(u;)g(u;)g(ug) ™! =
1 : the reasoning is similar to the previous one. One also has to prove that

—g(vr) + g(ui)g(v;) + g(vi) =0,

or equivalently,
g9(ui)g(vy)g(or) ™" + g(vi)g(or) ™" =1,
80, by definition of g,

g(ui)g(u;)g(up) ™" + g(u;)g(ug) ™" = 1.

Let us call ¢;, the short edge in the same tetrahedron parallel with e;, then it is
equivalent to prove that

g(ui)g(u) ™ g(w)g(uz)g(up) ™" + g(up)g(up) ™ = 1.

The left part of the equality is equal, by definition of g and thanks to the preceding
relation, to —z2z; + z; = 1.

It is now a straightforward computation to check that f o g =idgr, and go f = idg,,.

Remark 3.4.3 We actually proved that for any edge E of AH (M) of which the projection
onto Hy(M) is trivial, the parameters u; associated to short edges parallel to E are in the
image of f.

3.5 Examples

3.5.1 Figure-eight knot

Let K be the figure-eight knot embedded in S3. The cell complex of figure 3.7 is a
truncated particular H-triangulation corresponding to the well known ideal triangulation
of S*\ K, see [3]. The distinguished edge is dotted. The edges labelled with double and
triple arrows are identified when collapsing that edge onto the vertex before truncation.
The shape parameters z; and w; are actually associated to the corresponding edges of the
ideal triangulation.

Thurston’s gluing equations are z%zzwlwg = 1 and zzz??wlw% = 1, or, equivalently,
2'1(1 — Zl)wg(l — w3) =1.

Keeping the previous notations, one has, for example, f(z1) = vgvil = U7uf61. Accor-
ding to theorem 3.3.2, f is an isomorphism. Let us see, for example, what the preimage
of up is. e; is parallel to the edge labelled with a simple arrow. That edge is tautologi-
cally equal to 04 (B) € AH(S?). Let us consider the only triangular face opposite to the
hexagonal face corresponding to B which is not in the distinguished tetrahedron. Let us
assume that the image by s of the long edge labelled with a double arrow is e;5, and

ey for the long one labelled with a simple arrow. Then, one has the following equality :
1

Uy = %. Besides, following the proof of lemma 3.4.1, one has f(wszowszzwi) = ;‘—114
14U15U;y 6
and, by definition of f and thanks to the hexagonal face relations in Ry, f(ws) = Zﬁ

Then, using the gluing equations in Ry, we find that f(zezzwiw3iws) = uj.
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FIGURE 3.7 — Figure eight knot in S?

€2

B F E
£ /X

p
ey S e

FIGURE 3.8 — Knot in S? x S'. All edges are oriented, but for simplicity, only the necessary
names have been given.

3.5.2 A knot in S? x S!

Figure 3.8 represents a truncated particular H-triangulation of a knot in S? x S'. The
knot is represented by the dotted edge. Here, M = S? x S!, so Hy(M,Z) ~ Ho(M,Z) ~ 7.

The shape parameters z and w are associated to the corresponding edges in 77. The
Thurston’s gluing equation is zw = 1. After computation, the presentation of Ry reduces
to Z{u1,ug, uslujug = 1,uj = 1)

f is neither surjective, nor injective. Indeed, u1 ¢ Im(f), and f(w) = uz, so f(w?®) = 1.

3.5.3 Knot in L(3,1)

The figure 3.9 represents a truncated particular H-triangulation of a knot in L(3,1).
The knot is represented by the dotted edge. The shape parameters z,t,u,w are ac-
tually associated to edges of the corresponding ideal triangulation. Let us remind that
Hy(L(3,1),Z) = 7Z/37Z and Hy(L(3,1),Z) = 0.

The gluing equations are t = u~! and z = w~! and the presentation of the ring Ry
reduces to Z(uy,us, ug, us, uz | ujug = 1,ugug = 1,u3 = —1). f is not surjective, because
Im(f) = Z{uyu3, uyuz, ug, uz | urug = 1,uguz = 1,u3 = —1).
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FIGURE 3.9 — Knot in L(3,1). All edges are oriented, but for simplicity, only the necessary
names have been given.
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