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I.1 Rappel sur la différentiabilité dansIRn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
I.2 Espaces de Banach et de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 2
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Chapter I

Calcul diff érentiel dans les espaces de
Banach

Le calcul différentiel dansIR et dansIRn était un des sujets traités au cours ‘Analyse I’ (voir le
livre [HW95]). Le premier chapitre du cours ‘Analyse II’ a comme but d’étendre ce calcul aux
espaces plus généraux. Ceci nous permet non seulement d’obtenir des résultats plus généraux avec
des applications intéressantes, mais nous obtenons en même temps une meilleure compréhension
du calcul différentiel dansIRn.

Après un rappel sur la différentiabilité dansIRn, nous donnons la définition d’un espace de Ba-
nach et nous discutons les différences essentielles entreIRn et les espaces de Banach de dimension
infinie. Nous étendons ensuite la notion d’application différentiable aux espaces de Banach, nous
donnons plusieurs exemples, et nous abordons les sujets suivants: le théorème des accroissements
finis, le théorème du point fixe de Banach, le théorème d’inversion locale, ainsi que le théorème
des fonctions implicites.

I.1 Rappel sur la différentiabilit é dansIRn

Pour une fonction à une variablef : (a, b)→ IR, la dérivée au pointx0 est définie par

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
. (1.1)

De toute évidence, cette définition n’a pas de sens pour desfonctions à plusieurs variables.
Pour une fonctionf : U → IRm (U étant un ouvert deIRn), on dit quef(x) estdifférentiable

enx0 ∈ U , s’il existe une application linéairef ′(x0) : IRn → IRm, telle que

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + r(x)‖x− x0‖, (1.2)

où la fonctionr : U → IRm (qui depend du paramètrex0) satisfaitr(x) → 0 pourx → x0. On a
vue dans [HW95, IV.3] que cette définition ne dépend pas de la norme choisie et que l’application
linéaire est donnée par lamatrice jacobienne

f ′(x0) =




∂f1

∂x1
(x0) . . . ∂f1

∂xn
(x0)

...
...

∂fm

∂x1
(x0) . . . ∂fm

∂xn
(x0)


 , (1.3)

où x = (x1, . . . , xn)T et f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))T . L’exemple suivant montre qu’il n’est pas
toujours avantageux de représenter l’application linéaire f ′(x) à l’aide de la matrice jacobienne.
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Exemple 1.1 Identifions l’espaceIRn·n avec l’ensemble des matrices carrées de dimensionn, et
considérons l’applicationf : IRn·n → IRn·n définie parf(X) = X2. La propriété(X0 + H)2 =
X2

0 +X0H +HX0 +H2 suggère la définition

f ′(X0)H = X0H +HX0, r(X) = (X −X0)
2/‖X −X0‖. (1.4)

Pour démontrer que l’application linéairef ′(X0) de (1.4) est vraiment la dérivée def(X), il faut
voir quer(X) → 0 si X → X0. Ceci découle du fait que, pour la norme euclidienne dansIRn·n,
on a‖(X −X0)

2‖ ≤ ‖X −X0‖2.

I.2 Espaces de Banach et de Hilbert

Essayons d’étendre la définition (1.2) de la différentiabilité à une fonctionf : E → F . Dans les
espacesE etF il faut savoir additionner, soustraire, multiplier avec unnombre réel et il faut avoir
à disposition une norme. Rappelons qu’unenormesur un espace vectorielE est une application
‖ · ‖ : E → IR qui vérifie les trois propriétés:

(N1) ‖x‖ ≥ 0 et ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

(N2) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖,
(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité du triangle).

Un cas particulier important d’une norme est

‖x‖ :=
√
〈x, x〉, (2.1)

où 〈·, ·〉 : E ×E → IR est unproduit scalaire, c.-à-d.,

(PS1) 〈x, x〉 ≥ 0 et 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0 (définie positive),

(PS2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 (symétrique),

(PS3) 〈λx1 + µx2, y〉 = λ〈x1, y〉+ µ〈x2, y〉 (linéaire).

Comme pour la norme euclidienne dansIRn on vérifie que‖ · ‖, donné par (2.1), satisfait les
propriétés (N1), (N2), (N3) d’une norme (Exercice 3).

Dès qu’on a donné une norme surE, on peut définir la convergence de suites (voir [HW95,
IV.1]). On dit qu’une suite{xn} à valeurs dansE converge versa ∈ E, si

∀ε > 0 ∃N ≥ 1 ∀n ≥ N ‖xn − a‖ < ε. (2.2)

Elle est unesuite de Cauchy, si

∀ε > 0 ∃N ≥ 1 ∀n,m ≥ N ‖xn − xm‖ < ε. (2.3)

Définition 2.1 Un espace vectorielE muni d’une norme‖ · ‖ s’appelleespace vectoriel norḿe.
Il est completsi chaque suite de Cauchy dansE est convergente. Un espace vectoriel normé et
complet s’appelle unespace de Banach.

Un espace de Banach, dont la norme est donnée par un produit scalaire, s’appelle unespace de
Hilbert.
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Le premier exemple d’un espace de Hilbert est l’espaceIRn avec comme norme la norme eu-
clidienne. La complétude est une conséquence du Théorème IV.1.8 de [HW95]. Avec la norme
‖x‖1 =

∑n
i=1 |xi| (ou ‖x‖∞ = maxi |xi|) l’espaceIRn n’est pas un espace de Hilbert (Exer-

cice 4), mais il est un espace de Banach, car toutes les normessont équivalentes dansIRn ([HW95,
Théorème IV.2.4]).

Proposition 2.2 Soit C([0, 1]) := {f : [0, 1]→ IR ; f est continue} . Avec la norme

‖f‖∞ = sup
t∈[0,1]

|f(t)|, (2.4)

C([0, 1]) est un espace de Banach. Par contre, avec une des normes

‖f‖1 =
∫ 1

0
|f(t)| dt ou ‖f‖2 =

√∫ 1

0
|f(t)|2 dt, (2.5)

l’espaceC([0, 1]) n’est pas complet.

Remarque. La norme‖f‖2 est définie à partir du produit scalaire〈f, g〉 =
∫ 1
0 f(t)g(t) dt, mais

C([0, 1]) avec cette norme n’est pas un espace de Hilbert.

Démonstration. Comme dansIRn, en remplaçant la somme finie par une intégrale, on vérifieque
‖f‖1, ‖f‖2 et‖f‖∞ sont des normes surC([0, 1]).

a) Soit{fn}n≥1 une suite de Cauchy pour la norme‖f‖∞. Alors, la propriété

|fn(t)− fm(t)| ≤ ‖fn − fm‖∞ < ε pour n,m ≥ N (2.6)

implique que{fn(t)}n≥1 est une suite de Cauchy dansIR. CommeIR est complet ([HW95,
Théorème III.1.8]), la suite{fn(t)}n≥1 converge vers un élément deIR, qu’on dénote parf(t).
Il reste donc à démontrer que la fonctionf(t), définie de cette manière, est continue. En passant à
la limitem→∞ dans (2.6), nous obtenons

|fn(t)− f(t)| ≤ ε pour n ≥ N,

oùN dépend deε > 0 mais pas det ∈ [0, 1]. Alors, la suite{fn} converge uniformément versf ,
et la continuité def est une conséquence de [HW95, Théorème III.4.2].

b) Considérons la suite{fn} dansC([0, 1]), où fn(t) est
linéaire par morceaux,0 sur [0, 1/2 − 1/n] et 1 sur [1/2 +
1/n, 1] (voir le dessin,n = 4, 8, 16). Pourm ≥ n on a que
‖fn − fm‖1 < 1/n et ‖fn − fm‖2 < 1/

√
n. La suite{fn}

est alors une suite de Cauchy. Comme la fonction limitef(t)
n’est pas continue sur[0, 1], cette suite ne converge pas dans
C([0, 1]). .5 1.0

.5

1.0

Proposition 2.3 Pour un ensemble arbitraireA consid́erons l’espace

B(A) := {f : A→ IR ; f est borńee} avec ‖f‖∞ = sup
t∈A
|f(t)|. (2.7)

B(A) est un espace de Banach.

La démonstrationde cette proposition est presque la même que pour la partie (a) de la Proposi-
tion 2.2. Nous omettons les détails.
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Toutes les notions et définitions des paragraphes IV.1 et IV.2 de [HW95] peuvent être étendues
aux espaces de Banach:

• Deux normes‖ · ‖p et ‖ · ‖q sontéquivalentes, s’il existe des constantes positivesC1 etC2

pour lesquellesC1 ‖x‖p ≤ ‖x‖q ≤ C2 ‖x‖p pour toutx ∈ E.

• Uneboulede centrea et de rayonr est l’ensembleBr(a) = {x ∈ E ; ‖x− a‖ < r}.
• Un ensembleV ⊂ E est unvoisinagedea ∈ E, s’il existe unε > 0 tel queBε(a) ⊂ V .

• Un ensembleU ⊂ E est ouvert, si U est voisinage de chacun de ses éléments, c.-à-d.,
∀x ∈ U ∃ε > 0 Bε(x) ⊂ U .

• Un ensembleV ⊂ E estfermé, si la limite de chaque suite convergente{xn} avecxn ∈ V ,
est dansV .

• Un ensembleK ⊂ E estcompact, si chaque suite{xn} avecxn ∈ K possède une sous-suite
qui converge vers un élément deK.

• SoientE et F deux espaces normés etU ⊂ E. Une fonctionf : U → F estcontinueen
x0 ∈ U si ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ U : ‖x− x0‖ < δ ‖f(x)− f(x0)‖ < ε.

• SoientE un espace normé. L’applicationx 7→ ‖x‖ est continue (car|‖x‖ − ‖x0‖| ≤
‖x− x0‖).

La majorité des résultats de [HW95, IV.1 et IV.2] reste vraie si l’on remplaceIRn et IRm par des
espaces de Banach. Neanmoins, il faut faire attention, car certaines propriétés sont perdues si la
dimension de l’espace de Banach est infinie (comme c’est le cas pour les exemples des Proposi-
tions 2.2 et 2.3). A l’aide de contre-exemples, nous démontrons que:

• La boule fermée{x ∈ E ; ‖x‖ ≤ 1} n’est pas forcément compacte.

• Deux normes dans le même espace ne sont pas toujours équivalentes.

• Le théorème de Bolzano-Weierstrass “chaque suite borńee poss̀ede une sous-suite conver-
gente” n’est plus vrai.

• La caractérisation “K compact⇔ K fermé et borńe” n’est plus valable.

Considérons l’espaceB(IR) de (2.7) et définissonsfn ∈ B(IR) par fn(t) = 1 si t ∈ [n, n + 1)
et parfn(t) = 0 si t 6∈ [n, n + 1). La suite{fn} est bornée (on a‖fn‖∞ ≤ 1) et elle satisfait
‖fn − fm‖∞ = 1 pour n 6= m. Par conséquent, cette suite ne peut pas avoir une sous-suite
convergente. Ce contre-exemple montre en même temps que laboule fermée n’est pas compacte,
que le théorème de Bolzano-Weierstrass n’est pas vrai surB(IR), et que la caractérisation ci-dessus
de la compacticité n’est pas valable.

La Proposition 2.2 montre que dans l’espaceC([0, 1]) les normes‖f‖∞ et ‖f‖1 ne sont pas
équivalentes. Au cas contraire, la suite{fn} de la partie (b) de la démonstration serait aussi une
suite de Cauchy pour la norme‖·‖∞, ce qui impliquerait la convergence de{fn} vers une fonction
continuef ∈ C([0, 1]).

I.3 Applications lin éaires

Les applications linéaires jouent un rôle important dansla définition (1.2) de la différentiabilité.
DansIRn, elles sont toujours continues, même uniformement continues ([HW95, Théorème IV.2.6]).
Nous verrons dans ce paragraphe que ceci n’est pas toujours le cas si la dimension de l’espace vec-
toriel est infinie.
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Proposition 3.1 Pour une application lińeaireA : E → F (E et F sont des espaces vectoriels
normés), les conditions suivantes sontéquivalentes:

(a) A est continue en tout point deE;

(b) A est continuèa l’origine 0 ∈ E;

(c) ‖A(x)‖ est borńee sur la boule-unit́e {x ∈ E ; ‖x‖ ≤ 1}.

Démonstration. Il est clair que (a)⇒ (b). Montrons que (b)⇒ (c): la continuité deA(x) à
l’origine implique que pourε = 1 il existe unδ > 0 tel que‖A(y)‖ ≤ 1 pour‖y‖ ≤ δ. En utilisant
la linéarité deA, on obtient alors

‖A(x)‖ =
∥∥∥A
(1

δ
δ x
)∥∥∥ =

1

δ
‖A(δx)‖ ≤ 1

δ
pour ‖x‖ ≤ 1.

On vient donc de prouver que‖A(x)‖ est bornée sur la boule-unité.
Pour démontrer (c)⇒ (a), nous fixons arbitrairement unx0 ∈ E et nous supposons que‖A(x)‖

est bornée parM sur la boule-unité. Alors, on a pourx 6= x0

‖A(x)− A(x0)‖ = ‖A(x− x0)‖ = ‖x− x0‖ ·
∥∥∥A
( x− x0

‖x− x0‖
)∥∥∥ ≤M ‖x− x0‖,

ce qui implique la continuité deA enx0.

Surtout dans les espaces de dimension infinie, nous appelonsune application linéaire aussi
opérateur lińeaire. Nous écrivons souventAx au lieu deA(x) et nous disons aussiapplication
bornéepour une application continue (à cause de la propriété (c) dans la proposition précédente).
Une application linéaireA de IRn dansIRm est représentée par une matrice, qu’on dénote par la
même lettreA. L’expressionAx peut donc être interprétée comme la valeur de l’applicationA au
pointx, ou bien comme le produit de la matriceA avec le vecteurx.

Exemple 3.2 Il existe des opérateurs linéaires non-continus. Considérons l’espaceC([0, 1]) avec
la norme‖f‖1 de (2.5) et les fonctionsfn ∈ C([0, 1]) données parfn(t) = n−n2t/2 si t ∈ [0, 2/n]
et fn(t) = 0 si t ≥ 2/n. L’applicationA : C([0, 1]) → IR définie parA(f) = f(0) est linéaire
mais non-bornée, car|A(fn)| = n et‖fn‖1 = 1 pour toutn.

Définition 3.3 SoientE etF des espaces vectoriels normés. On dénote parL(E,F ) l’ensemble
des applications linéaires continues deE dansF . Pour un élémentA ∈ L(E,F ), on définit

‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ . (3.1)

PourE = F , on écrit aussiL(E) à la place deL(E,E).

Cette définition signifie que‖A‖ est le plus petit nombre réel tel que

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ pour tout x ∈ E. (3.2)

L’inégalité (3.2) est fondamentale pour tous les calculsavec des applications linéaires.

Proposition 3.4 L’espaceL(E,F ) muni de (3.1) est un espace vectoriel normé. SiF est complet,
alorsL(E,F ) est aussi complet.
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Démonstration. Les propriétés (N1) et (N2) d’une norme sont faciles à vérifier. Démontrons
(N3): pourA,B ∈ L(E,F ) nous avons

‖(A+B)x‖ ≤ ‖Ax‖ + ‖Bx‖ ≤ (‖A‖+ ‖B‖)‖x‖.

En divisant cette relation par‖x‖ et en prenant le supremum, nous obtenons l’inégalité du triangle
‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.

La démonstration de la complétude est similaire à celle de la partie (a) de la Proposition 2.2.
Soit{An} une suite de Cauchy dansL(E,F ). Pour‖x‖ ≤ 1 on obtient

‖Anx−Amx‖ ≤ ‖An − Am‖ · ‖x‖ ≤ ε · ‖x‖ ≤ ε pour n,m ≥ N, (3.3)

ce qui implique que{Anx} est une suite de Cauchy dansF . Cet espace étant complet, la suite
{Anx} possède une limite qu’on dénote parAx. De cette manière, on obtient une application
linéaireA : E → F . En passant à la limitem→∞ dans (3.3) et en divisant par‖x‖, on voit que
An − A (et alors aussiA) est bornée et queA est la limite de{An}.

Proposition 3.5 Soit I ∈ L(E) l’identité (c.-̀a-d., Ix = x) et consid́erons des applications
linéairesA ∈ L(E,F ) etB ∈ L(G,E). Alors, on a

‖I‖ = 1, ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖. (3.4)

Démonstration. La propriété‖I‖ = 1 est évidente. Pour démontrer l’estimation de‖AB‖, nous
appliquons deux fois l’inégalité fondamentale (3.2),

‖(AB)x‖ ≤ ‖A‖ · ‖Bx‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ · ‖x‖.

Ensuite, nous divisons cette relation par‖x‖ et nous prenons le supremum surx 6= 0.

Exemple 3.6 SoitA une matricem× n, c.-à-d.,A ∈ L(IRn, IRm), et notons par

‖A‖p = sup
x 6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

(3.5)

l’expression (3.1) si l’on utilise la même norme dans les deux espacesIRn et IRm. Alors, on a les
formules explicites

‖A‖1 = max
j=1,...,n

( m∑

i=1

|aij|
)
, ‖A‖∞ = max

i=1,...,m

( n∑

j=1

|aij|
)
,

‖A‖2 =
√

plus grande valeur propre deATA.

Démonstration. Pour la norme‖x‖1, on a

‖Ax‖1 =
m∑

i=1

∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣ ≤
m∑

i=1

n∑

j=1

|aij | · |xj | =
n∑

j=1

( m∑

i=1

|aij |
)
|xj| ≤ max

j=1,...,n

( m∑

i=1

|aij |
)
· ‖x‖1.

On en déduit que‖A‖1 ≤ maxj(
∑

i |aij|). Pour montrer l’égalité, on choisit unj0 avecmaxj(
∑

i |aij|) =∑
i |aij0 | et on posex = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T , où 1 est à la positionj0. Avec ce choix dex, on

a égalité dans l’estimation ci-dessus, ce qui démontre que ‖A‖1 ne peut pas être plus petit que
maxj(

∑
i |aij |). La formule pour la norme‖x‖∞ se démontre de la même manière.
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La matriceATA étant symétrique et semi-définie positive (xTATAx = ‖Ax‖22 ≥ 0), il existe
une matrice orthogonaleU (UTU = I) telle queUTATAU = diag(λ1, . . . , λn), où λi ≥ 0
sont les valeurs propres deATA. On obtient alors avec la transformationx = Uy et en utilisant
‖x‖2 = ‖y‖2 que

‖Ax‖22 = xTATAx = yTUTATAUy =
n∑

i=1

λi|yi|2 ≤ λmax ‖y‖22 = λmax ‖x‖22.

Ceci implique‖A‖2 ≤
√
λmax. Pour montrer l’égalité, on posex égal au vecteur propre deATA

qui correspond à la valeur propreλmax.

Exemple 3.7 Pour la matrice

A =




4 3
−2 5

4 1


 on a

‖A‖1 = max (10, 9) = 10

‖A‖2 = . . . =
√

(71 +
√

145)/2 ≈ 6.4437

‖A‖∞ = max (7, 7, 5) = 7 .

Exemple 3.8 Soitk : [0, 1]×[0, 1]→ IR une fonction continue à deux variables. Nous considérons
l’opérateur linéaireA : C([0, 1])→ C([0, 1]), défini par

(Af)(t) =
∫ 1

0
k(t, s)f(s) ds, (3.6)

et les normes de la Proposition 2.2. Avec la notation (3.5) nous avons

‖A‖1 = max
s∈[0,1]

∫ 1

0
|k(t, s)| dt, ‖A‖∞ = max

t∈[0,1]

∫ 1

0
|k(t, s)| ds,

‖A‖2 ≤
√∫ 1

0

∫ 1

0
|k(t, s)|2 ds dt.

Les formules pour‖A‖1 et ‖A‖∞ sont obtenues comme dans l’Exemple 3.6, l’estimation pour
‖A‖2 comme dans [HW95, Théorème IV.2.6].

Proposition 3.9 SoitE un espace de Banach et supposons que l’opérateurA ∈ L(E) satisfasse
‖A‖ < 1. Alors,I − A est inversible,(I − A)−1 est continue, et on a

(I − A)−1 = I + A + A2 + A3 + . . . (3.7)

(série ǵeoḿetrique ou “śerie de Neumann”).

Démonstration. Montrons d’abord queAn := I + A + A2 + . . . + An est une suite de Cauchy
dansL(E). En utilisant‖An‖ ≤ ‖A‖n, on obtient pourm > n que

‖An−Am‖ = ‖An+1 + . . .+Am‖ ≤ ‖An+1‖+ . . .+ ‖Am‖ ≤ ‖A‖n+1 + . . .+ ‖A‖m ≤ ‖A‖
n+1

1− ‖A‖

(observons que‖A‖n+1 → 0 si n → ∞). CommeL(E) est complet (voir la Proposition 3.4), la
suite{An} converge vers unB ∈ L(E). En passant à la limiten→∞ dans l’identitéAn(I−A) =
(I−A)An = I−An+1, nous obtenonsB(I−A) = (I−A)B = I, ce qui démontre l’inversibilité
deI − A et la formule (3.7).
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I.4 Diff érentiabilit é dans les espaces norḿes

Nous donnons maintenant une généralisation directe de ladéfinition (1.2).

Définition 4.1 SoientE,F deux espaces vectoriels normés etU ⊂ E un ouvert. On dit quef :
U → F estdifférentiableena ∈ U s’il existe une application linéaire continuef ′(a) ∈ L(E,F )
telle que

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + r(x)‖x− a‖, (4.1)

où la fonctionr : U → F satisfaitr(x)→ 0 pourx→ a.1

Par rapport à la définition usuelle dansIRn, on demande en plus que l’application linéairef ′(a)
soit continue. Ceci est important, car sinon une fonction différentiable pourrait ne pas être continue
(voir les exemples ci-dessous).

Si f : E → F est linéaire et continue, on af ′(a) = f quel que soita ∈ E. Une application
linéaire non-bornée n’est pas différentiable (e.g., l’opérateur de l’Exemple 3.2).

Exemple 4.2 SoientE = IR3, F = IR2 etf : E → F donnée par

f(x) =

(
f1(x1, x2, x3)
f2(x1, x2, x3)

)
=

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

x1x2x3

)
.

Sa dérivée au pointa = (a1, a2, a3)
T est l’application linéairef ′(a) ∈ L(IR3, IR2) définie par la

matrice

f ′(a) =

(
2a1 2a2 2a3

a2a3 a1a3 a1a2

)
.

On vérifie aisément que l’applicationr(x) de (4.1) satisfaitr(x) → 0 si x → a. Comme toutes
les normes sont équivalentes surIRn, il ne faut pas préciser la norme avec laquelle on travaille. De
plus, une application linéaire deIRn dansIRm est automatiquement continue.

Exemple 4.3 Considérons l’espaceC([0, 1]) avec la norme‖ · ‖∞, notons ses éléments parx(t) ou
a(t), et étudions l’applicationf : C([0, 1])→ C([0, 1]),

f(x)(t) =
∫ 1

0
k(t, s)g(x(s)) ds, (4.2)

où k : [0, 1]× [0, 1] → IR est continue etg : IR → IR est2 fois continûment différentiable. Pour
une fonctiona ∈ C([0, 1]) donnée, cherchons la dérivéef ′(a). Avech ∈ C([0, 1]) on a

(
f(a+ h)− f(a)

)
(t) =

∫ 1

0
k(t, s)

(
g(a(s) + h(s))− g(a(s))

)
ds

=
∫ 1

0
k(t, s)

(
g′(a(s)) +

1

2
g′′(α(s))h(s)

)
h(s) ds,

où α(s) est une valeur entrea(s) et a(s) + h(s). Ce calcul montre que l’application linéaire
f ′(a) : C([0, 1])→ C([0, 1]), définie par

(
f ′(a)h

)
(t) :=

∫ 1

0
k(t, s)g′(a(s))h(s) ds,

est un bon candidat pour la dérivée def . Cette application est continue (voir Exemple 3.8). De
plus, le reste‖f(a+ h)− f(a)− f ′(a)h‖∞ peut être estimé parConst‖h‖2∞, carg′′(x) est bornée
dans l’intervalle contenanta(s) eta(s) + h(s) pour touts ∈ [0, 1] et pour touteh avec‖h‖∞ ≤ 1.
Ceci démontre que la fonction non-linéaire (4.2) est différentiable ena.

1Il est possible d’étendre la caractérisation de Carathéodory [HW95, Lemma IV.3.5], mais elle nécessite la con-
naissance du Théorème de Hahn-Banach de l’analyse fonctionelle.
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Définition 4.4 Une applicationA : E → F (oùE etF sont des espaces vectoriels normés) est un
isomorphisme, siA est linéaire, bijective, continue et si l’inverseA−1 est continu.2 On dénote

GL(E,F ) := {A ∈ L(E,F ) ; A est un isomorphisme}. (4.3)

PourE = F , on écrit aussiGL(E) à la place deGL(E,E).3

Lemme 4.5 SiE etF sont des espaces de Banach, l’ensembleGL(E,F ) est ouvert dansL(E,F ).

Démonstration. PourA ∈ GL(E,F ) l’applicationA+H est un isomorphisme pour toutH avec
‖H‖ ≤ 1/‖A−1‖. Ceci découle deA + H = A(I + A−1H), de‖A−1H‖ ≤ ‖A−1‖ ‖H‖ < 1, et
de la Proposition 3.9.

Exemple 4.6 Considérons l’applicationf(X) = X−1 deGL(E) dansL(E) (oùE est un espace
de Banach). Avec la série de Neumann (Proposition 3.9) nousobtenons

(A +H)−1 = (I + A−1H)−1A−1 = A−1 − A−1HA−1 +
∑

j≥2

(−A−1H)jA−1,

dont la partie linéaire est
f ′(A)H = −A−1HA−1. (4.4)

La continuité def ′(A) est une conséquence de‖f ′(A)H‖ ≤ ‖A−1‖2‖H‖ (en utilisant la Proposi-
tion 3.1). Le reste

∑
j≥2(−A−1H)jA−1 peut être estimé par‖H‖2‖A−1‖3/(1− ‖A−1H‖). Divisé

par‖H‖, il tend vers0 si ‖H‖ → 0. Ceci démontre la différentiabilité def(X) = X−1 ainsi que
la formule (4.4).

Pour deux espaces vectorielsE1, E2 de normes respectives‖ · ‖1, ‖ · ‖2, considérons leproduit
cartésienE1 × E2. Si on le munit de la norme

‖(x1, x2)‖ := ‖x1‖1 + ‖x2‖2, (4.5)

on obtient un espace vectoriel normé. C’est un espace de Banach si les espacesE1 etE2 sont des
espaces de Banach.

Exemple 4.7 SoitB : E1 × E2 → F uneapplication bilińeaire borńee, c.-à-d., elle satisfait

‖B(x1, x2)‖ ≤M ‖x1‖1‖x2‖2 pour tout (x1, x2) ∈ E1 ×E2. (4.6)

Une telle application est différentiable et sa dérivée est donnée par

B′(a1, a2)(h1, h2) = B(a1, h2) +B(h1, a2). (4.7)

La continuité deB′(a1, a2) résulte de‖B′(a1, a2)(h1, h2)‖ ≤ M(‖a1‖1‖h2‖2 + ‖h1‖1‖a2‖2) ≤
M max(‖a1‖1, ‖a2‖2)‖(h1, h2)‖. La différentiabilité deB est alors une conséquence de

B(a1 + h1, a2 + h2)−B(a1, a2)−B′(a1, a2)(h1, h2) = B(h1, h2),

car‖B(h1, h2)‖ ≤M‖h1‖1‖h2‖2 ≤M(‖h1‖1 + ‖h2‖2)2/4 = M‖(h1, h2)‖2/4.

2La continuité deA−1 est une conséquence des hypothèses surA. La démonstration de ce résultat est difficile et
utilise le “théorème sur les applications ouvertes” (analyse fonctionnelle).

3GL est une abréviation pour “general linear group”.
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Résumons quelques règles du calcul différentiel:

• Linéarité de la d́erivée. Soientf, g deux applicationsU → F (U un ouvert deE) différentiables
ena ∈ U , et soitλ ∈ IR. Alors, on a

(f + g)′(a) = f ′(a) + g′(a), (λf)′(a) = λf ′(a). (4.8)

• Dérivée d’une fonction composée. SoientE,F,G trois espaces vectoriels normés, soitU
un ouvert deE, et soitV un ouvert deF . On considère deux applications,f : U → F
différentiable ena ∈ U et g : V → G différentiable enb = f(a) ∈ V (on suppose
f(U) ⊂ V ). Alors,g ◦ f est différentiable et on a

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a)) ◦ f ′(a). (4.9)

• Formule de Leibniz. SoientE,F1, F2, G des espaces vectoriels normés,U un ouvert deE,
f : U → F1 et g : U → F2 des applications différentiables ena ∈ U , etB : F1 × F2 → G
une application bilinéaire bornée (c.-à-d., elle satisfait (4.6)). Alors, la fonctionp(x) :=
B(f(x), g(x)) est différentiable ena et on a

p′(a)h = B(f(a), g′(a)h) +B(f ′(a)h, g(a)). (4.10)

La démonstration de (4.8) est triviale et celle de (4.9) estla même que pour des fonctions dansIRn.
La formule (4.10) est une conséquence de (4.7) et de (4.9), carp = B ◦ d oùd : U → F1 × F2 est
donnée par

d(x) = (f(x), g(x)) avec pour dérivée d′(x)h = (f ′(x)h, g′(x)h).

I.5 Théorème des accroissements finis

La terminologie des ¡¡accroissements finis¿¿ s’explique par des raisons his-
toriques: la notion d’accroissements ¡¡finis¿¿ s’oppose àcelle d’accroissements
¡¡infinitésimaux¿¿. . . (H. Cartan 1967)

Pour une fonctionf : [a, b] → IR, le théorème des accroisse-
ments finis (ou théorème de Lagrange) affirme qu’il existe un
ξ ∈ (a, b) tel que

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a),
si f est continue sur[a, b] et différentiable sur(a, b).

aa bb
f (a)f (a)

f (b)f (b)

Pour une fonctionf : [a, b] → IRm, l’affirmation sous cette forme n’est plus vraie. Un contre-
exemple (déjà donné dans [HW95, IV.3]) est la fonctionf(x) = (f1(x), f2(x))

T oùf1(x) = cosx,
f2(x) = sin x, et [a, b] = [0, 2π]. On a quef(a) = f(b), mais il n’y existe pas deξ avecf ′(ξ) = 0.
Par contre, on voit que l’inégalité‖f(b)− f(a)‖ ≤ ‖f ′(ξ)‖ · ‖b− a‖ reste vraie dans cet exemple.

Dans un premier théorème, nous considérons des fonctions f : [a, b] → F oùF est un espace
vectoriel normé. La démonstration va être différente de celle de [HW95, Théorème IV.3.7], car
nous n’avons pas de produit scalaire à disposition dansF . Ensuite, nous étendons le résultat à des
fonctionsf : U → F , oùU ⊂ E, etE est un autre espace vectoriel normé.

Lemme 5.1 Soienta < b deux ŕeels,F un espace vectoriel norḿe,f : [a, b]→ F etg : [a, b]→ IR
deux applications continues sur[a, b] et diff́erentiables sur(a, b). Supposons que‖f ′(t)‖ ≤ g′(t)
poura < t < b. Alors,

‖f(b)− f(a)‖ ≤ g(b)− g(a).
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Démonstration. Pour unε > 0 donné, considérons l’inégalité

‖f(t)− f(a)‖ ≤ g(t)− g(a) + ε(t− a) + ε. (5.1)

Elle est satisfaite pourt = a et aussi, par continuité def et g, dans un voisinage dea. Donc, le
suprémum

c := sup {t ∈ [a, b] ; (5.1) est satisfaite}
existe et on a quec > a.

Montrons que l’inégalité (5.1) est satisfaite pourc. Par définition du suprémum, il existe une
suite{tn}, tn → c, telle que‖f(tn)− f(a)‖ ≤ g(tn)− g(a)+ ε(tn− a)+ ε. En passant à la limite
n→∞, la continuité def et g montre l’inégalité (5.1) pourt = c.

Supposons quec < b. La différentiabilité def et g au pointc implique qu’il existe unη > 0
tel que

‖f(t)− f(c)‖ ≤ ‖f ′(c)‖(t− c) +
ε

2
(t− c)

g(t)− g(c) ≥ g′(c)(t− c)− ε

2
(t− c)

pour toutt ∈ [c, c+ η]. L’hypothèse‖f ′(c)‖ ≤ g′(c) implique alors que

‖f(t)− f(c)‖ ≤ g′(c)(t− c) +
ε

2
(t− c) ≤ g(t)− g(c) + ε(t− c).

Ceci, en plus de l’inégalité (5.1) pourt = c, implique que

‖f(t)− f(a)‖ ≤ ‖f(t)− f(c)‖+ ‖f(c)− f(a)‖
≤ g(t)− g(c) + ε(t− c) + g(c)− g(a) + ε(c− a) + ε

= g(t)− g(a) + ε(t− a) + ε

pour toutt ∈ [c, c+ η], ce qui contredit la définition dec. Alors, on ac = b. Si l’on laisse tendreε
vers0 dans (5.1) avect = b, on obtient l’affirmation du théorème.

Considérons maintenant la situation oùf est définie sur un ouvertU d’un espace vectoriel
norméE, qui n’est plus nécessairementIR. Poura, b ∈ E, on appellesegmentd’extrémitésa et b
l’ensemble des pointsx ∈ E de la formex = a+ t(b− a) avec0 ≤ t ≤ 1.

Théorème 5.2 (Th́eorème des accroissements finis)Soient E,F des espaces vecto-
riels norḿes etU ⊂ E un ouvert. Sif : U → F est diff́erentiable dansU , et si le segment
d’extrémit́esa et b est contenu dansU , on a

‖f(b)− f(a)‖ ≤ sup
0<t<1

‖f ′(a+ t(b− a))‖ · ‖b− a‖. (5.2)

Démonstration. L’applicationh(t) := f(a + t(b− a)) est une application différentiable de[0, 1]
dansF et on ah′(t) = f ′(a + t(b− a))(b− a), donc

‖h′(t)‖ ≤ ‖f ′(a+ t(b− a))‖ ‖(b− a)‖.

Il suffit alors d’appliquer le Lemme 5.1, en remplaçanta par0, b par1, f parh, etg(t) parMt où
M = sup0<s<1 ‖f ′(a + s(b− a))‖ ‖b− a‖.
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On dit qu’un sous-ensembleD d’un espace vectoriel estconvexesi, quels que soienta, b ∈ D,
le segment{a+ t(b− a) ; t ∈ [0, 1]} est dansD.

Corollaire 5.3 SoientE,F des espaces vectoriels normés,U ⊂ E un ouvert,f : U → F
différentiable dansU , etD ⊂ U un ensemble convexe. Alors,

‖f(x)− f(y)‖ ≤ sup
z∈D
‖f ′(z)‖ · ‖x− y‖ pour x, y ∈ D.

Démonstration. Conséquence immédiate du Théorème 5.2.

Un ouvertU d’un espace vectoriel normé est ditconnexe, si deux points quelconques deU
peuvent être joints par une ligne brisée dansU . Rappelons qu’uneligne briśeeest l’union finie de
segments∪m

i=1{ai−1 + t(ai − ai−1) ; t ∈ [0, 1]}.

Corollaire 5.4 SoientE,F des espaces vectoriels normés,U un ouvert connexe, etf : U → F
une application diff́erentiable dansU . Sif ′(x) = 0 pour toutx ∈ U , alorsf est constante.

Démonstration. Fixonsa ∈ U et prenonsx ∈ U arbitraire. CommeU est connexe, il existe une
suite finiea = a0, a1, . . . , am = x telle que les segments{ai−1 + t(ai − ai−1) ; t ∈ [0, 1]} sont
dansU . Le Théorème 5.2 implique alors que

‖f(ai)− f(ai−1)‖ ≤ sup
0<t<1

‖f ′(ai−1 + t(ai − ai−1))‖ · ‖ai − ai−1‖ = 0.

Donc,f(ai) = f(ai−1) et par conséquent aussif(x) = f(a).

I.6 Théorème du point fixe de Banach

Considérons le problème de résoudre une équation non linéaire dans un espace de Banach. Pour
des fonctionsf et g deE dansE, le problème peut être formulé de la manière suivante:

• g(x) = 0, on cherche un zéro deg, ou

• f(x) = x, on cherche un point fixe def .

En posantf(x) = x + g(x) ou f(x) = x + Ag(x) avecA ∈ GL(E), on peut passer d’une
formulation à l’autre. Le théorème suivant donne une condition suffisante pour l’existence et
l’unicité d’une solution à ce problème.

Théorème 6.1 (Th́eorème du point fixe de Banach, 1922)Soient E un espace de
Banach,D ⊂ E fermé, etf : D → E une application satisfaisant

(a) f(D) ⊂ D,

(b) f est une contraction surD, c.-à-d., il existe unα < 1 tel que

‖f(x)− f(y)‖ ≤ α ‖x− y‖ pour x, y ∈ D. (6.1)

Alors,f poss̀ede un unique point fixe dansD.
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Remarques. La condition (6.1) implique quef est uniformément continue surD. Inversément,
si f est différentiable dans un voisinage deD, siD est convexe, et sisupx∈D ‖f ′(x)‖ < 1, alorsf
est une contraction. Ceci est une conséquence du Corollaire 5.3.

Démonstration. Unicit́e. Soientx et y deux points fixes, c.-à-d.,f(x) = x et f(y) = y. La
contractivité implique que

‖x− y‖ = ‖f(x)− f(y)‖ ≤ α ‖x− y‖

avecα < 1 , ce qui est possible seulement six = y.
Existence. Prenonsx0 ∈ D arbitraire et considérons l’itérationxn+1 = f(xn). L’hypothèse

f(D) ⊂ D implique quexn ∈ D pour toutn ≥ 0. Montrons que{xn} est une suite de Cauchy.
On a que‖xn+1 − xn‖ = ‖f(xn) − f(xn−1)‖ ≤ α‖xn − xn−1‖ et, en appliquant cette inégalité
itérativement, on obtient que

‖xn+1 − xn‖ ≤ αn‖x1 − x0‖.
Pourm ≥ n on en déduit que

‖xm − xn‖ ≤ ‖xm − xm−1‖+ ‖xm−1 − xm−2‖+ . . .+ ‖xn+1 − xn‖
≤

(
αm−1 + αm−2 + . . .+ αn

)
‖x1 − x0‖ ≤

αn

1− α ‖x1 − x0‖.

Alors, {xn} est une suite de Cauchy (observons queαn → 0). Comme l’espaceE est complet,
cette suite converge vers unx ∈ E. La limite x est dansD, carD est fermé. En prenant la limite
n→∞ dansxn+1 = f(xn) et en utilisant la continuité def , on obtientx = f(x), c.-à-d.,x est un
point fixe def .

La démonstration du théorème du point fixe de Banach est constructive et nous conduit à
l’algorithme suivant.

Méthode des approximations successivesPour résoudre un problèmex = f(x) dans un espace
de Banach, cette méthode est définie par:

• on choisitx0 arbitrairement,

• on applique l’itérationxn+1 = f(xn).

Sous les hypothèses du théorème, cet algorithme converge vers la solution unique du problème.
Souvent, les hypothèses sont difficiles à vérifier, mais on peut quand même appliquer cet algo-
rithme. Si on a convergence, on est sûr d’avoir trouvé une solution (sif est continue). Elle n’est
pas nécessairement unique.

Exemple 6.2 Prenons la fonctionf(x) = cosx surD = [0, 1]. Cette fonction est une contraction,
car |f ′(x)| = | sin x| ≤ sin 1 < 1 pourx ∈ D. Un autre exemple est la fonctionf(x) = ex/4 sur
D = [0, 1.1]. Pour cette fonction on a|f ′(x)| = ex/4 ≤ e1.1/4 < 1 surD. Les itérations sont
illustrées dans la Fig. 6.1.

Exemple 6.3 Considérons le système de deux équations non linéairesà deux inconnues

x = 2 + (x2 + y2)/20, y = 1− xy3/10.
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.5

1.0

x0 x1x2 x3

.5

1.0

x0x1x2x3

Figure 6.1: Méthode des approximations successives pourf(x) = cosx etf(x) = ex/4

Sans vérifier les hypothèses du théorème du point fixe de Banach, appliquons la méthode itérative
avec comme valeurs initialesx0 = 2, y0 = 1. On obtient alors

x1 = 2.2500000, y1 = 0.8000000,

x2 = 2.2851250, y2 = 0.8848000,

x3 = 2.3002333, y3 = 0.8417129,

x4 = 2.2999777, y4 = 0.8628284,

et on observe la convergence vers la solutionx = 2.3014505, y = 0.8557662 du système.

Exemple 6.4 Considérons l’espace de BanachC([0, 1]) avec la norme‖ · ‖∞, et le problème à
point fixe

y(t) = f(t) + λ
∫ 1

0
k(t, s)y(s) ds, (6.2)

où f etk sont données etλ est tel que|λ| ·max0≤t≤1

∫ 1
0 |k(t, s)| ds < 1 (voir l’Exemple 3.8). La

méthode des approximations successives s’écrit comme suit: on prend une approximation initiale,
par exempley0(t) = f(t), et on itère selon

yn+1(t) = f(t) + λ
∫ 1

0
k(t, s)yn(s) ds.

La suite{yn(t)} converge vers la solution unique de (6.2).

Considérons maintenant le problème de résoudref(x) = y pour un vecteur donnéy, et cher-
chons des résultats sur l’existence et l’unicité (locale) d’une solution, c.-à-d., nous cherchons des
résultats sur la bijectivité de la fonctionf . De plus, on aimerait savoir si la solution dépend con-
tinûment du paramètrey. Ceci est résumé dans la définition suivante.

Définition 6.5 SoientE,F des espaces vectoriels normés,U ⊂ E et V ⊂ F . Une application
f : U → V est unhoḿeomorphismede U sur V , si f est bijective, continue, et si l’inverse
f−1 : V → U est continue.

Méthode de Newton simplifíee Supposonsf(a) = b et considérons le problèmef(x) = y pour
uny donné proche deb. Soitx0 une approximation de la solution cherchée (par exemplex0 = a).
L’idée est de linéariser le problème autour dex0 et de résoudre le problème linéarisé pour obtenir
une meilleure approximationx1:

f(x0) + f ′(x0)(x1 − x0) = y ou x1 = x0 − f ′(x0)
−1(f(x0)− y).

En itérant cette procédure, on obtient laméthode de Newton

xn+1 = xn − f ′(xn)−1(f(xn)− y)
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(voir Fig. 6.2). Elle peut être interpret́ée comme la méthode des approximations successives ap-
pliquée àx = g(x) oùg(x) = x− f ′(x)−1(f(x)− y).

En pratique, on remplace souvent la dérivéef ′(xn) par une approximationA qui ne dépend pas
dexn. Ceci simplifie et le calcul numérique et la théorie (étude de convergence, voir le théorème
suivant). Nous considérons alors laméthode de Newton simplifiée, qui s’écrit commexn+1 = g(xn)
où

g(x) := x− A−1(f(x)− y). (6.3)

.5

1.0

x0x1x2

.5

1.0

x0x1x2

Figure 6.2: Méthode de Newton (gauche) et méthode de Newton simplifiée (droite)

Proposition 6.6 SoientE etF des espaces de Banach,B := {x ∈ E ; ‖x− a‖ ≤ ρ},A : E → F
un isomorphisme, et supposons quef : B → F satisfasse

‖x− z − A−1(f(x)− f(z))‖ ≤ α ‖x− z‖ pour x, z ∈ B (6.4)

avecα < 1. Alors, on a

• f est un hoḿeomorphisme deB surf(B),

• avecσ := ρ(1− α)/‖A−1‖ on a
{y ∈ F ; ‖y − f(a)‖ ≤ σ} ⊂ f(B),

• pour y ∈ F satisfaisant‖y − f(a)‖ ≤ σ, l’it ération
x0 = a, xn+1 = g(xn) (méthode de Newton sim-
plifiée) converge vers la solution def(x) = y.

6

f(a)

σ
f(B)

Démonstration. a) L’applicationg(x) de (6.3) est une contraction surB par notre hypothèse. La
continuité def(x) est donc une conséquence de

‖f(x)− f(z)‖ = ‖A(x− z)− A(g(x)− g(z))‖ ≤ ‖A‖(1 + α)‖x− z‖.
De la définition deg(x), nous déduisonsx−z = g(x)−g(z)+A−1(f(x)−f(z)) et nous obtenons
l’estimation ‖x− z‖ ≤ α ‖x− z‖ + ‖A−1‖ ‖f(x)− f(z)‖ . On a donc

‖x− z‖ ≤ ‖A
−1‖

1− α ‖f(x)− f(z)‖ pour x, z ∈ B. (6.5)

La fonctionf : B → f(B) est surjective par définition. La propriété (6.5) démontre qu’elle est
injective et donc aussi bijective. En posantu = f(x) et v = f(z) dans (6.5), on obtient

‖f−1(u)− f−1(v)‖ ≤ ‖A
−1‖

1− α ‖u− v‖, (6.6)

ce qui démontre la continuité def−1 surf(B).
b) Considérons maintenant uny ∈ F avec‖y − f(a)‖ ≤ σ. Montrons queg(B) ⊂ B. Ceci

découle deg(x)− a = g(x)− g(a) + g(a)− a = g(x)− g(a)− A−1(f(a)− y) , car

‖g(x)− a‖ ≤ α ‖x− a‖ + ‖A−1‖ · ‖f(a)− y‖ ≤ αρ+ ‖A−1‖σ = ρ

pourx ∈ B. CommeB est fermé, on peut appliquer le théorème du point fixe de Banach. Pour un
tel y il existe donc unx ∈ B satisfaisantg(x) = x, c.-à-d.,f(x) = y.
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Si f(x) est différentiable ena (le centre de la bouleB), il est naturel de choisirA = f ′(a)
pourvu que cette application soit un isomorphisme. Mais la différentiabilité au pointa ne garantit
pas que l’estimation (6.4) soit vérifiée avec unα < 1. Nous considérons alors une condition plus
forte que la différentiabilité.

Définition 6.7 SoientE,F des espaces vectoriels normés,U ⊂ E un ouvert eta ∈ U . On dit
quef : U → F eststrictement diff́erentiableen a s’il existe une application linéaire continue
A : E → F telle que

f(x)− f(z) = A(x− z) + r(x, z)‖x− z‖, (6.7)

où la fonctionr : U × U → F satisfaitr(x, z)→ 0 si (x, z)→ (a, a).

En posantz = a dans (6.7) on retrouve (4.1) avecA = f ′(a). Ainsi “strictement différentiable
ena” entraı̂ne “différentiable ena”, ce qui est heureux pour la terminologie choisie. On voit aussi
de (6.7) qu’une fonction strictement différentiable ena est continue dans tout un voisinage dea.

Exemple 6.8 Il existe des fonctions qui sont différentiables ena, mais pas strictement différentiables
ena. On peut prendre une fonction qui est différentiable ena, mais qui n’est continue dans au-
cun voisinage dea (exemple 5 de [HW95, III.6]). Un autre exemple est la fonction f(x) =
x2 cos(1/x) ena = 0. Les suitesxn = (2nπ)−1 et zn = ((2n + 1)π)−1 convergent vers0, mais
(f(xn)− f(zn))/(xn − zn) = (x2

n + z2
n)/(xn − zn) ne converge pas versf ′(0) = 0 si n→∞.

Proposition 6.9 SoientE,F des espaces vectoriels normés,U ⊂ E un ouvert eta ∈ U . Si
f : U → F est diff́erentiable dansU et si l’applicationf ′ : U → L(E,F ) est continue au pointa,
alorsf est strictement différentiable au pointa.

Démonstration. Appliquons le théorème des accroissements finis àg(x) := f(x) − f ′(a)x.
Comme la dérivée deg(x) estg′(x) = f ′(x)− f ′(a), on a

‖f(x)− f(z)− f ′(a)(x− z)‖ ≤ sup
0<t<1

‖f ′(z + t(x− z))− f ′(a)‖ · ‖x− z‖.

La continuité def ′(x) au pointa implique que l’expressionsup0<t<1 ‖f ′(z + t(x − z)) − f ′(a)‖
tend vers0 si (x, z)→ (a, a).

Exemple 6.10Reprenons la fonctionf(X) = X−1 de l’Exemple 4.6, pour laquelle la dérivée est
f ′(X)H = −X−1HX−1. Montrons que cette fonction est strictement différentiable dansGL(E).
Commef(X) est continue enA ∈ GL(E), on a que pour toutε > 0 il existe unδ > 0 tel que
‖X−1 − A−1‖ < ε si ‖X −A‖ < δ. En écrivant

f ′(X)H− f ′(A)H = −X−1HX−1 +A−1HA−1 = −X−1H(X−1−A−1)− (X−1−A−1)HA−1,

on obtient‖(f ′(X) − f ′(A))H‖ ≤ ε(‖X−1‖ + ‖A−1‖)‖H‖. On en déduit‖f ′(X) − f ′(A)‖ ≤
ε(‖X−1‖ + ‖A−1‖) et donc la continuité def ′(X) au pointA. Ceci nous permet d’appliquer la
Proposition 6.9.

Pour toutes les fonctions des exemples du paragraphe I.4, onpeut démontrer sans difficulté que
f ′(x), considérée comme fonction dex, est continue. Alors, la Proposition 6.9 implique qu’elles
sont strictement différentiables.
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I.7 Théorème d’inversion locale

Nous poursuivons l’étude de la résolution d’équations non linéairesf(x) = 0 (ou f(x) = y pour
uny donné) dans un espace de Banach.

Exemple 7.1 Considérons le système non linéaire

x2
1 + x3

2 − 3x1 = y1, x4
1 − x2

1x2 + 2 = y2. (7.1)

Pour(x1, x2) = (1, 2) on obtient(y1, y2) = (6, 1). La question à laquelle on aimerait trouver une
réponse est la suivante:pour (y1, y2) proche de(6, 1), existe-t-il une solution(x1, x2) de (7.1) qui
est proche de(1, 2)? Est-elle localement unique?

Nous disons qu’une applicationf : U → F (oùE,F sont des espaces vectoriels normés et
U ⊂ E est un ouvert) est unhoḿeomorphisme local près dea ∈ U , s’il existe un voisinage ouvert
U ′ ⊂ U dea et un voisinage ouvertV ′ def(a) tels que la restrictionf |U ′ est un homéomorphisme
deU ′ surV ′ (voir la Définition 6.5).

Lemme 7.2 SoientE,F des espaces de Banach,U ⊂ E un ouvert eta ∈ U . Si f : U → F
est strictement différentiable ena et si f ′(a) est un isomorphisme deE sur F , alors f est un
hoḿeomorphisme local près dea. De plus, l’application inversef−1 est strictement différentiable
enb = f(a) et on a

(f−1)′(b) = f ′(a)−1. (7.2)

Démonstration. L’idée est d’appliquer la Proposition 6.6 avecA = f ′(a). La fonctionf est
strictement différentiable ena. Ceci signifie que pour toutε > 0 il existe unδ > 0 tel que

‖f(x)− f(z)− f ′(a)(x− z)‖ ≤ ε ‖x− z‖ pour x, z ∈ B, (7.3)

oùB = {x ∈ E ; ‖x− a‖ ≤ δ}. Alors, on a aussi

‖x− z − f ′(a)−1(f(x)− f(z))‖ ≤ ε ‖f ′(a)−1‖ · ‖x− z‖ pour x, z ∈ B. (7.4)

On fixe ε > 0 tel queε‖f ′(a)−1‖ ≤ 1/2. Pour leδ correspondant,f est un homéomorphisme
deB sur f(B) (Proposition 6.6) etf(B) contient l’ouvertV ′ = {y ∈ F ; ‖y − b‖ < σ} où
σ := δ/(2‖f ′(a)−1‖). Donc,f est aussi un homéomorphisme de l’ouvertU ′ := f−1(V ′) surV ′.

Pour montrer quef−1 est strictement différentiable enb = f(a), nous posonsx = f−1(u) et
z = f−1(v) dans (7.4). Ceci donne pouru, v ∈ V ′ que

‖f−1(u)− f−1(v)− f ′(a)−1(u− v)‖ ≤ ε‖f ′(a)−1‖ · ‖f−1(u)− f−1(v)‖ ≤ 2ε‖f ′(a)−1‖2‖u− v‖
(ici on a utilisé l’estimation (6.6) avecA = f ′(a) et α = 1/2). Donc f−1 est strictement
différentiable enb et la dérivée est donnée par (7.2).

Exemple 7.3 Pour le problème de l’Exemple 7.1 nous avons

f ′(a) =

(
2a1 − 3 3a2

2

4a3
1 − 2a1a2 −a2

1

)
=

(
−1 12
0 −1

)
.

Pour la norme euclidienne, on calcule‖f ′(a)−1‖ ≈ 12.1. Si l’on poseε = 0.04, on peut trouver un
δ > 0 tel que (7.3) est vérifié. Pour touty ∈ IR2 avec‖y − b‖ ≤ 2δ/12.1 le système (7.1) possède
alors une solutionx qui satisfait‖x − a‖ ≤ δ. Dans cette boule de rayonδ, il n’y a pas d’autre
solution. De plus, la démonstration du Lemme 7.2 montre quela méthode de Newton simplifiée
converge vers cette solution.
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Le but suivant est d’étudier si la solution def(x) = y dépend de manière différentiable dey.
Plus précisement, nous étudions les conditions sous lesquelles la fonction inverse est différentiable
dans tout un voisinage deb = f(a).

Définition 7.4 SoientE,F des espaces vectoriels normés,U ⊂ E etV ⊂ F des ouverts.

• f : U → F estcontin̂ument diff́erentiable(ou de classeC1) surU , si f est différentiable en
tout point deU et sif ′ : U → L(E,F ) est continue.

• f : U → V est undifféomorphisme(de classeC1) deU surV , sif est bijective, continûment
différentiable, et si l’inversef−1 : V → U est continûment différentiable.

• f : U → F est undifféomorphisme local près dea ∈ U , s’il existe un voisinage ouvert
U ′ ⊂ U dea et un voisinage ouvertV ′ def(a) tels quef est un difféomorphisme deU ′ sur
V ′.

Remarquons qu’un homéomorphisme (voir la Définition 6.5)qui est continûment différentiable
n’est pas toujours un difféomorphisme. La fonctionf : IR → IR définie parf(x) = x3 nous sert
comme contre-exemple, car l’inversef−1(y) = 3

√
y est continu mais pas différentiable à l’origine.

Une fonction qui est continûment différentiable surU est strictement différentiable surU . Ceci
est une conséquence de la Proposition 6.9.

Théorème 7.5 (Th́eorème d’inversion locale) SoientE,F des espaces de Banach,U ⊂ E un
ouvert eta ∈ U . Une applicationf : U → F de classeC1 est un diff́eomorphisme local près dea,
si et seulement sif ′(a) est un isomorphisme deE surF . De plus, on a

(f−1)′(y) = f ′(x)−1 poury = f(x) dans un voisinage deb = f(a).

Démonstration. “⇒”: Si f : U → F est un difféomorphisme local près dea, on peut dériver
l’identité f−1(f(x)) = x. Ceci donne

(f−1)′(y) f ′(x) = I avec y = f(x) (7.5)

dans un voisinage dea. Par conséquent,f ′(a) est inversible. L’inversef ′(a)−1 = (f−1)′(b) est
une application bornée carf−1 est supposée différentiable enb.

“⇐”: Le Lemme 7.2 implique quef est un homéomorphisme local près dea. Il reste à
démontrer quef−1 est continûment différentiable dans un voisinage deb = f(a). Commef ′(x)
est proche def ′(a) (continuité def ′ : U → L(E,F )) etGL(E,F ) est ouvert (voir le Lemme 4.5),
f ′(x) est un isomorphisme pour toutx dans un voisinageU ′ de a. On peut donc appliquer le
Lemme 7.2 à chaque pointx ∈ U ′, ce qui implique la différentiabilité def−1 dansV ′ := f(U ′).
En dérivant l’identitéf−1(f(x)) = x, on obtient (7.5) et donc aussi(f−1)′(y) = f ′(f−1(y))−1

poury ∈ V ′. La fonction(f−1)′ : V ′ → L(F,E), étant la composition des applications continues
f−1, f ′ et (·)−1, est par conséquent continue.

Un résultat global est le suivant.

Corollaire 7.6 SoientE,F des espaces de Banach,U ⊂ E un ouvert etf : U → F contin̂ument
différentiable surU . Alors,f est un diff́eomorphisme deU sur f(U), si et seulement si (i)f est
injective surU et (ii) f ′(x) est un isomorphisme pour toutx ∈ U .

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du Théorème 7.5, car la différentiabilité est une
propriété locale.
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Exemple 7.7 (Coordonńees polaires)Soient
U = {(r, ϕ) ∈ IR2 ; r > 0} , V = IR2 \ {(0, 0)} et
f : U → V donnée par

(r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ).

Cette application est un difféomorphisme local près
de chaque point deU , car

f ′(r, ϕ) =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
0 1 2 30

3

6

UU

rr

ϕϕ
2π

f

1 2 3−3 −2 −1

1

2

3

−3

−2

−1

VV
xx

yy

et det(f ′(r, ϕ)) = r > 0. Elle n’est pas injective (on af(r, ϕ + 2π) = f(r, ϕ)). Donc, elle n’est
pas un difféomorphisme deU surV . Si l’on restreint les ensemblesU etV à

U0 = {(r, ϕ) ; r > 0,−π < ϕ < π}, V0 = IR2 \ {(x, 0) ; x ≤ 0},
f devient un difféomorphisme deU0 surV0.

Exemple 7.8 (Coordonńees sph́eriques) L’application

(r, ϕ, θ) 7→ (r cosϕ sin θ, r sinϕ sin θ, r cos θ)

est un difféomorphisme deU = {(r, ϕ, θ) ; r > 0,−π < ϕ < π, 0 < θ < π} sur l’ensemble
V = IR3\{(x, 0, z) ; x ≤ 0, z ∈ IR}, car le déterminant de la matrice Jacobienne est−r2 sin θ 6= 0.

Exemple 7.9 (Transformation de Cayley)L’application

(x, y) 7→
(

1− x2 − y2

(1− x)2 + y2
,

2y

(1− x)2 + y2

)
(7.6)

est un difféomorphisme du demi-plan gauche
{(x, y) ; x < 0} sur le disque ouvert
{(u, v) ; u2 + v2 < 1}. Pour démontrer
ceci, nous identifionsIR2 avec le plan com-
plexe (en posantz = x + iy etw = u +
iv) et nous remarquons que l’application
(7.6) est équivalente à

−4 −3 −2 −1

−2

−1

0

1

2

xx

yy

f
1−1

1

−1

uu

vv

w =
1 + z

1− z avec inverse z =
w − 1

w + 1
.

Donc, l’application (7.6) est bijective et elle est continˆument différentiable (comme fonction ra-
tionnelle), ainsi que son inverse.

I.8 Théorème des fonctions implicites

Dans le paragraphe précédent nous avons considéré le problème de résoudref(y) = x et nous
avons trouvé des conditions suffisantes permettant d’écrire la solution sous la formey = g(x)
(attention: nous avons inversé les rôles dex ety). Le but de ce paragraphe est d’étendre ce résultat
au problème

f(x, y) = 0 (8.1)

où x, y et f(x, y) sont dans des espaces de Banach. On cherche à savoir si l’équation (8.1) peut
être résolue pour obteniry = g(x) tel que (du moins localement)

f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = g(x). (8.2)
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Exemple 8.1 Le cas oùx, y etf(x, y) sont dansIR a été traité au cours d’Analyse I (voir [HW95,
Théorème IV.3.8]). Considérons par exemple la fonction

f(x, y) = 16x3 − 84x2 + 162x− 89 + 27y3 + 54xy2 − 108y2 + 36x2y − 180xy + 162y.

Pour un point(a, b) satisfaisantf(a, b) = 0 et ∂f
∂y

(a, b) 6=
0, il existe des voisinagesU ′ de a, V ′ de b et une fonction
différentiableg : U ′ → V ′ tels que (8.2) est vraie pour(x, y) ∈
U ′ × V ′. Les points sur la courbe ayant une tangente verticale
ou horizontale peuvent être trouvés par la condition∂f

∂y
(a, b) =

0 et ∂f
∂x

(a, b) = 0 respectivement. Au point du croisement on
a nécessairementf(a, b) = 0, ∂f

∂y
(a, b) = 0 et ∂f

∂x
(a, b) = 0 (3

conditions pour 2 inconnues). 1 2

1

2

V ′

U ′

Exemple 8.2 Une fonctionf(x1, x2, y) = 0 représente une surface dansIR3. Quand peut-on écrire
cette équation sous la formey = g(x1, x2)?

Le système de deux fonctions

f1(x, y1, y2) = 0, f2(x, y1, y2) = 0

représente l’intersection de deux surfaces dansIR3. Sous quelle condition peut-on écrire cette
intersection sous la formey1 = g1(x), y2 = g2(x), ce qui représenterait une courbe dansIR3?

Pour une fonctionf : U → G, U ⊂ E ×F (oùE,F,G sont des espaces de Banach) on définit
la dérivée partielle∂f

∂y
(a, b) comme la dérivée de l’applicationh(y) = f(a, y), oùa est considéré

comme un paramètre fixé, c.-à-d.,∂f
∂y

(a, b) := h′(b). Si f est de classeC1, h est aussi de classe
C1, carh = f ◦ λ où l’injection λ : F → E × F , définie parλ(y) = (a, y), est continûment
différentiable.

Dans le cas oùx ∈ IRm, y ∈ IRn etf : IRm × IRn → IRn est donnée par

f(x, y) =




f1(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)
...

fn(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)


 on a

∂f

∂y
(x, y) =




∂f1

∂y1
(x, y) · · · ∂f1

∂yn
(x, y)

...
...

∂fn

∂y1
(x, y) · · · ∂fn

∂yn
(x, y)


 .

Théorème 8.3 (Th́eorème des fonctions implicites)SoientE,F et G des espaces de Banach,
U ⊂ E etV ⊂ F des ouverts etf : U × V → G une application de classeC1. Supposons qu’en
(a, b) ∈ U × V

f(a, b) = 0 et
∂f

∂y
(a, b) est un isomorphisme deF surG.

(i) Il existe alors un voisinageU ′ dea, un voisinageV ′ deb et une application uniqueg : U ′ → V ′

tels quef(x, g(x)) = 0 pourx ∈ U ′.

(ii) L’application g : U ′ → V ′ est de classeC1 et on a

g′(x) = −
(
∂f

∂y

(
x, g(x)

))−1∂f

∂x

(
x, g(x)

)
. (8.3)
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Démonstration. L’idée est de considérer l’application

F : U × V → E ×G définie par F (x, y) =
(
x, f(x, y)

)

et d’appliquer le théorème d’inversion locale. Cette application est de classeC1 et a pour dérivée

F ′(a, b)(h, k) =
(
h,
∂f

∂x
(a, b)h +

∂f

∂y
(a, b)k

)
.

De plus, elle satisfaitF (a, b) = (a, 0). Puisque∂f
∂y

(a, b) est un isomorphisme,F ′(a, b) est in-
versible avec pour inverse

F ′(a, b)−1(ĥ, k̂) =
(
ĥ,
∂f

∂y
(a, b)−1

(
k̂ − ∂f

∂x
(a, b)ĥ

))
.

Cet inverse est continu car∂f
∂x

(a, b) et ∂f
∂y

(a, b)−1 le sont. D’après le théorème d’inversion locale
(Théorème 7.5),F est un difféomorphisme de classeC1 d’un voisinage de(a, b) sur un voisinage de
(a, 0). On peut supposer qu’ils contiennentU ′×V ′ etU ′×W ′, respectivement, oùU ′, V ′ etW ′ sont
des voisinages dea, b et0 ∈ G. Quitte à réduireU ′, on peut aussi supposer queF−1(U ′ × {0}) ⊂
U ′ × V ′. Le difféomorphisme inverseF−1 est de la formeF−1(x, z) = (x, ĝ(x, z)) et on a donc
f(x, ĝ(x, z)) = z. L’applicationg(x) := ĝ(x, 0) est l’application cherchée.

CommeF−1(x, z) est de classeC1, les applicationŝg(x, z) et g(x) = ĝ(x, 0) sont aussi de
classeC1. On obtient finalement la formule (8.3) en dérivant l’identité f(x, g(x)) = 0 par rapport
àx.

Exemple 8.4 Soit pa(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anx

n un polynôme à coefficients réelsa =
(a0, a1, . . . , an). Est-ce que la racinex0 depa(x) = 0 est une fonction différentiable dea0, . . . , an?
Pour répondre à cette question, nous considérons la fonction

f(x, a0, . . . , an) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n = pa(x)

àn + 2 variables pour laquelle

∂f

∂x
(x, a0, . . . , an) = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx

n−1 = p′a(x).

Si pour des coefficientsa∗ = (a∗0, . . . , a
∗
n) on apa∗(x∗0) = 0 et p′a∗(x∗0) 6= 0, l’équationpa(x) = 0

possède, poura proche dea∗, une solutionx0(a) qui est proche dex∗0 et qui est une fonction
différentiable dea0, . . . , an.

En particulier, le polynômepε(x) = x6−x5 +x3−1+ε possède un zéro proche dex∗0 = 1 qui
dépend différentiablement deε (on ax0(ε) = 1− ε/4+O(ε2)). Par contre, les zéros du polynôme
pε(x) = x2 − ε satisfontx0(ε) = ±√ε pourε > 0 (une fonction non-différentiable à l’origine) et
pourε < 0 le polynôme n’a même pas de zéro réel.

I.9 Applications bilin éaires et multilinéaires

Les dérivées d’ordre supérieur sont des applications bilinéaires (pour la2ème dérivée), trilinéaires
(pour la3ème dérivée) et multilinéaires (pour lanème dérivée). C’est la raison pour laquelle nous
allons étudier ces applications un peu plus en détail.
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Rappelons qu’une application

A : E1 × . . .× En → F

(oùE1, . . . , En, F sont des espaces vectoriels normés) est ditemultilinéaire (bilinéaire sin = 2)
si, pour chaquei ∈ {1, . . . , n} et pour chaqueai ∈ Ei l’application partielle

xi 7→ f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an)

est linéaire. L’espaceE1 × . . .× En, muni de la norme

‖(x1, . . . , xn)‖ := max {‖x1‖1, . . . , ‖xn‖n}, (9.1)

est un espace vectoriel normé. C’est un espace de Banach si les espacesE1, . . . , En sont des
espaces de Banach. Cela a donc un sens d’étudier la continuité d’une application multilinéaire
(voir l’exemple 4.7).

Proposition 9.1 Pour une application multilińeaireA : E1× . . .×En → F (E1, . . . , En etF sont
des espaces vectoriels normés), les conditions suivantes sontéquivalentes:

(a) A est continue en tout point deE1 × . . .× En;

(b) A est continuèa l’origine (0, . . . , 0) ∈ E1 × . . .× En;

(c) ‖A(x1, . . . , xn)‖ est borńee sur la boule-unit́e deE1 × . . .×En.

Démonstration. La démonstration procède comme celle de la Proposition 3.1. Pour démontrer
(c)⇒ (a), nous écrivons

A(x1, . . . , xn)− A(a1, . . . , an) = A(x1 − a1, x2, . . . , xn)
+A(a1, x2 − a2, x3, . . . , xn) + . . .+ A(a1, . . . an−1, xn − an)

et estimons chaque terme séparement.

Définition 9.2 Soient E1, . . . , En et F des espaces vectoriels normés. On dénote par
L(E1, . . . , En;F ) l’ensemble des applications multilinéaires continues deE1 × . . . × En dans
F . Pour un élémentA ∈ L(E1, . . . , En;F ), on définit

‖A‖ = sup
‖(x1,...,xn)‖≤1

‖A(x1, . . . , xn)‖ = sup
x1 6=0,...,xn 6=0

‖A(x1, . . . , xn)‖
‖x1‖1 · . . . · ‖xn‖n

. (9.2)

SiE1 = . . . = En = E, on écrit aussiLn(E;F ) au lieu deL(E, . . . , E;F ).

L’espaceL(E1, . . . , En;F ) muni de (9.2) est un espace vectoriel normé. SiF est complet,
alorsL(E1, . . . , En;F ) est aussi complet. Cette affirmation est démontrée exactement comme
pour la Proposition 3.4. Le résultat de la proposition suivante est la base pour l’interprétation de la
deuxième dérivée d’une fonction comme application bilinéaire.

Proposition 9.3 (Isoḿetrie naturelle) Soient E,F,G des espaces vectoriels normés.
Alors, l’application

ψ : L(E,L(F,G))→ L(E,F ;G),

définie parψ(A) = B oùB(x, y) = (Ax)y, est un isomorphisme qui estégalement une isoḿetrie,
c.-à-d., on a‖ψ(A)‖ = ‖A‖ pour toutA ∈ L(E,L(F,G)).
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Démonstration. L’applicationψ est linéaire et bijective. Son inverse est donné parψ−1(B) = A
où, pourx ∈ E, Ax ∈ L(F,G) est l’applicationy 7→ B(x, y). Pour démontrer la continuité deψ
et deψ−1, il suffit de voir que‖ψ(A)‖ = ‖A‖.

En utilisant l’estimation (3.2) une fois pourAx et une deuxième fois pourA, nous obtenons

‖B(x, y)‖ = ‖(Ax)y‖ ≤ ‖Ax‖ · ‖y‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ · ‖y‖.

Ceci implique queB = ψ(A) satisfait‖B‖ ≤ ‖A‖.
D’autre part, la Définition 9.2 montre que

‖(Ax)y‖ = ‖B(x, y)‖ ≤ ‖B‖ · ‖x‖ · ‖y‖.

La norme de l’application linéaireAx satisfait donc‖Ax‖ ≤ ‖B‖ · ‖x‖ et, par conséquent,‖A‖ ≤
‖B‖. Ces deux inégalités montrent que l’applicationψ est une isométrie.

On peut donc identifier les applications linéaires continues deE dansL(F,G) avec les appli-
cations bilinéaires deE × F dansG.

Exemple 9.4 Une matriceC (avecn colonnes etm lignes) peut être identifiée avec l’application
bilinéaireB : IRm × IRn → IR définie parB(x, y) = xTCy. Elle peut également être identifiée
avec un élément deL(IRm,L(IRn, IR)) de la manière suivante: pourx ∈ IRm, le vecteurxTC ∈
L(IRn, IR) définit l’applicationxTC : y 7→ xTCy.

L’affirmation de la proposition précédente peut être généralisée à des applications multilinéaires.
SiE1, . . . , En etF sont des espaces vectoriels normés, l’application

ψ : L(E1,L(E2, . . . , En;F ))→ L(E1, . . . , En;F ), (9.3)

définie parψ(A) = B où B(x1, . . . , xn) = (Ax1)(x2, . . . , xn), est un isomorphisme et une
isométrie. La démonstration de ce fait est identique à celle de la Proposition 9.3.

I.10 Dérivées d’ordre suṕerieur

La dérivée d’une fonctionf : U → F (avecU ⊂ E) est une applicationf ′ : U → L(E,F ).
CommeL(E,F ) est un espace vectoriel normé, rien ne nous empêche de considérer la différentiabilité
def ′.

Définition 10.1 SoientE,F deux espaces vectoriels normés,U ⊂ E un ouvert etf : U → F
différentiable dans un voisinage dea ∈ U . On dit quef est deux fois diff́erentiableen a si
f ′ : U → L(E,F ) est différentiable ena. La dérivée def ′ satisfait(f ′)′(a) ∈ L(E,L(E,F )).
En utilisant l’identification de la Proposition 9.3, on définit la deuxìeme d́erivéedef ena comme
l’application bilinéaire

f ′′(a)(h, k) :=
(
(f ′)′(a)h

)
k.

Dans la situation de la définition précédente, considérons l’applicationgk : U → F définie
pargk(x) := f ′(x)k (avec unk ∈ E fixé). Alors, par la formule (4.10) de Leibniz (on agk(x) =
B(f ′(x), k) oùB : L(E,F )× E → F est l’application bilinéaireB(A, v) = Av) on obtient

g′k(a)h =
(
(f ′)′(a)h

)
k = f ′′(a)(h, k).



24 Calcul diff́erentiel dans les espaces de Banach

Exemple 10.2Considérons une fonctionf : IRn → IRm et notonsx = (x1, . . . , xn)T . Pour
k ∈ IRn fixé, la dérivée de la fonctiongk(x) := f ′(x)k =

∑n
j=1

∂f
∂xj

(x) kj est donnée parg′k(x)h =
∑n

i=1(
∑n

j=1
∂2f

∂xi∂xj
(x) kj)hi. La deuxième dérivée def est donc

f ′′(x)(h, k) =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x) hikj.

Pour la fonctionf : IR3 → IR2 de l’exemple 4.2, la deuxième dérivée est

f ′′(a)(h, k) =

(
2h1k1 + 2h2k2 + 2h3k3

a1(h2k3 + h3k2) + a2(h1k3 + h3k1) + a3(h1k2 + h2k1)

)
.

Exemple 10.3Pour la fonctionf(X) = X−1 de GL(E) dansL(E) l’Exemple 4.6 montre que
gK(X) := f ′(X)K = −X−1KX−1 pourK ∈ L(E). La formule de Leibniz nous donne alors

f ′′(A)(H,K) = A−1HA−1KA−1 + A−1KA−1HA−1.

Théorème 10.4SoientE,F deux espaces vectoriels normés,U ⊂ E un ouvert, et supposons que
f : U → F soit deux fois diff́erentiable ena ∈ U . Alors, l’application bilińeairef ′′(a) : E×E →
F est syḿetrique, c.-̀a-d.,

f ′′(a)(h, k) = f ′′(a)(k, h) pour h, k ∈ E.

Démonstration. Nous allons montrer que

f ′′(a)(h, k) = lim
ε→0

1

ε2

(
f(a+ εh+ εk)− f(a+ εh)− f(a+ εk) + f(a)

)
. (10.1)

Puisque l’expression de droite est symétrique enh etk, il est de même def ′′(a)(h, k).
Pour démontrer (10.1), nous considérons l’application

gu(v) := f(a+ u+ v)− f(a+ u)− f(a+ v) + f(a)− f ′′(a)(u, v)

où u et v sont suffisamment petits en norme. Commegu(0) = 0, le théorème des accroissements
finis (Théroème 5.2) implique que

‖gu(v)‖ ≤ sup
0<t<1

‖g′u(tv)‖ · ‖v‖. (10.2)

Il reste donc à estimer la dérivée

g′u(v) = f ′(a+ u+ v)− f ′(a+ v)− f ′′(a)(u, ·)

(la notationf ′′(a)(u, ·) est utilisée pour l’applicationh 7→ f ′′(a)(u, h)). Le fait quef est deux fois
différentiable ena (c.-à-d.,x 7→ f ′(x) est différentiable ena) implique que

f ′(a+ u+ v) = f ′(a) + f ′′(a)(u+ v, ·) + r(u+ v)‖u+ v‖
f ′(a+ v) = f ′(a) + f ′′(a)(v, ·) + r(v)‖v‖

où r(v) → 0 si v → 0. La soustraction de ces deux équations donne pourg′u(v) la formule
g′u(v) = r(u+ v)‖u+ v‖ − r(v)‖v‖ et on obtient pour0 < t < 1

‖g′u(tv)‖ ≤
(
‖r(u+ tv)‖+ ‖r(tv)‖

)(
‖u‖+ ‖v‖

)
. (10.3)

On déduit des estimations (10.2) et (10.3) que‖gu(v)‖/(‖u‖+ ‖v‖)2 → 0 si ‖u‖+ ‖v‖ → 0. En
posantu = εh et v = εk on obtient donc l’affirmation (10.1).
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La définition de la troisième dérivée est analogue à Définition 10.1. Supposons qu’une fonction
f : U → F (E,F des espaces vectoriels normés etU ⊂ E un ouvert) soit 2 fois différentiable
dans un voisinage dea ∈ U . On dit quef est 3 fois différentiable ena si f ′′ : U → L2(E;F ) est
différentiable ena. La dérivée satisfait(f ′′)′(a) ∈ L(E,L2(E;F )) et, en utilisant l’isométrie entre
L(E,L2(E;F )) etL3(E;F ) on définit la3ème d́erivée def ena comme l’application trilinéaire

f ′′′(a)(h, k, l) :=
(
(f ′′)′(a)h

)
(k, l).

De manière évidente on définit par récurrence lapème dérivéef (p)(a) comme application multi-
linéairef (p)(a) ∈ Lp(E;F ).

Pour un calcul pratique de la3ème dérivée, on peut utiliser la formule

g′kl(a)h =
(
(f ′′)′(a)h

)
(k, l) = f ′′′(a)(h, k, l) (10.4)

où gkl : U → F est définie pargkl(x) := f ′′(x)(k, l) et k, l ∈ E sont des vecteurs fixés. La3ème
dérivée def peut également être interprétée comme la deuxième dérivée depl(x) := f ′(x)l, car
p′l(x)k = f ′′(x)(k, l) = gkl(x) et donc

p′′l (a)(h, k) = g′kl(a)h = f ′′′(a)(h, k, l). (10.5)

Les deux formules (10.4) et (10.5) montrent qu’on peut échanger k et l ainsi queh et k sans
changer la valeur def ′′′(a)(h, k, l). On a donc le résultat suivant.

Corollaire 10.5 Si, sous les hypothèses du Th́eor̀eme 10.4, la fonctionf : U → F estp fois
différentiable ena ∈ U , l’application multilinéairef (p)(a) est syḿetrique, c.-̀a-d.,

f (p)(a)(h1, . . . , hp) = f (p)(a)(hσ(1), . . . , hσ(p))

où σ est une permutation quelconque de{1, . . . , p}.

Exemple 10.6La 3ème dérivée d’une applicationf : IRn → IRm est donnée par

f ′′′(x)(h, k, l) =
n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

m=1

∂3f

∂xi∂xj∂xm

(x) hikjlm.

Définition 10.7 SoientE,F des espaces vectoriels normés,U ⊂ E etV ⊂ F des ouverts.

• f : U → F estp fois contin̂ument diff́erentiable(ou de classeCp) surU , si f estp fois
différentiable en tout point deU et sif (p) : U → Lp(E;F ) est continue.

• f : U → F estindéfiniment diff́erentiable(oude classeC∞) surU , sif est de classeCp pour
toutp.

• f : U → V est undifféomorphisme(de classeCp) deU sur V , si f est bijective,p fois
continûment différentiable, et si l’inversef−1 : V → U estp fois continûment différentiable.

Exemple 10.8La fonctionf(X) = X−1 deGL(E) dansL(E) est indéfiniment différentiable. En
effet, en dérivant la formule de l’Exemple 10.3 on obtient

f ′′′(A)(H,K,L) = −A−1HA−1KA−1LA−1 −A−1HA−1LA−1KA−1

−A−1LA−1HA−1KA−1 −A−1KA−1HA−1LA−1

−A−1KA−1LA−1HA−1 −A−1LA−1KA−1HA−1.

On voit par récurrence que chaque dérivée est une combinaison linéaire d’expressions qui sont un
produit alterné deA−1 avec des applications linéaires constantes.
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Proposition 10.9 SoientE,F des espaces vectoriels normés,U ⊂ E, V ⊂ F des ouverts et
f : U → V un diff́eomorphisme de classeC1. Si f est de classeCp, alors la fonction inverse
f−1 : V → U est aussi de classeCp.

Démonstration. Par le Théorème 7.5 on sait que

(f−1)′(y) = f ′(f−1(y))−1,

c.-à-d.,(f−1)′ est la composition de trois applications, notammenty 7→ f−1(y), x 7→ f ′(x) et
A 7→ A−1. Toutes les trois applications sont continûment différentiables. Alors,f−1 est de classe
C2. La démonstration pourp ≥ 3 est analogue.

Une conséquence de cette proposition est la suivante: si dans le théorème d’inversion locale
(Théorème 7.5) la fonctionf est de classeCp, alors son inverse est automatiquement de classeCp.
Similairement, si dans le théorème des fonctions implicites (Théorème 8.3) la fonctionf est de
classeCp, alors l’applicationg est aussi de classeCp.

I.11 Exercices
1. Soitf : IR3 → IR2 donnée par

f(x) =

(
x1x

2
2 − 3x1x2x3

x2
1 + x2

2 + x2
3

)
,

etg : IRn → IR donnée parg(x) = xTAx+ bTx, oùA est une matricen× n et b ∈ IRn.
Calculer les deux premières dérivées def etg.

2. Montrer que l’applicationN : IR2 → IR donnée parN(x) =
√
x2

1 − x1x2 + 4x2
2 , définit une

norme surIR2 et montrer (explicitement) que cette norme est équivalente à la norme‖ · ‖∞.

3. Démontrer que (2.1) est une norme.

4. Si la norme découle d’un produit scalaire (2.1), alors ona

‖x+ y‖+ ‖x− y‖ = 2(‖x‖+ ‖y‖) (identité du parallélogramme)

Montrer à l’aide de contre-exemples queIRn munit de la norme‖ · ‖1 ou ‖ · ‖∞ n’est pas un espace
de Hilbert.

5. On considère les ensembles suivants deIR2:

A =
{
(x, y) ∈ IR2, 0 < x+ y ≤ 1

}
,

B =
{
(x, y) ∈ IR2, max(|x|, |y|) < 3

}
,

C =
{
(x, y) ∈ IR2, (x2 + y2)2 − 2x2 + 2y2 = 0

}
,

D =
{
(x, y) ∈ IR2, y = 0, x ∈ {1/n, n = 1, 2, . . .}

}
.

Quels ensembles sont-ils ouverts, fermés, bornés, compacts? Justifier.

6. Pourα ≥ 0 considérons la fonctionf : IR2 → IR donnée par

f(x, y) =

{
xy

(x2+y2)α si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0) .

(a) Montrer que∂f/∂x et∂f/∂y existent partout et sont telles que les applicationsx 7→ ∂f
∂x(x, b), y 7→

∂f
∂y (a, y) sont continues pour touta, b ∈ IR.

(b) Siα ≥ 1/2, les applications∂f/∂x et∂f/∂y sont discontinues en (0,0).

(c) f(x, y) est continue à l’origine si et seulement siα < 1.
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(d) f(x, y) est dérivable à l’origine si et seulement siα < 1/2.

(e) Pourα = 1, trouver un ouvertU ⊂ IR et un ferméF ⊂ IR tels quef−1(U) ne soit pas ouvert
et f−1(F ) ne soit pas fermé.

7. SoitE un espace de Hilbert et soitA ∈ L(E). Montrer que

‖A‖ = sup
u 6=0,v 6=0

〈u,Av〉
‖u‖ · ‖v‖

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire et‖ · ‖ est la norme induite par le produit scalaire.

8. Démontrer que‖f‖2 est une norme surC([0, 1]).
9. Démontrer que, pour un ensemble arbitraireA,

B(A) = {f : A→ IR ; f est bornée} avec ‖f‖∞ = sup
t∈A
|f(t)| ,

est un espace de Banach (Proposition 2.3).

10. Le rayon spectralρ(A) d’une matricen× n,A, est défini comme suit:

ρ(A) = max {|λ| ; λ valeur propre de A} .
Soit E = IRn muni d’une norme et soitA ∈ L(E). Montrer que pour toute norme surIRn on a
l’inégalité suivante‖A‖ ≥ ρ(A), et que siA est symmétrique on l’égalité‖A‖2 = ρ(A).

11. Soit

A =

(
0.999 1000

0 0.999

)
.

(a) Calculer le rayon spectralρ(A) ainsi que‖A‖1, ‖A‖2 et‖A‖∞.
(b) Trouver une norme‖ · ‖ surIR2 telle que, pour cette norme, on ait‖A‖ ≤ 1.

12. Soit l’ensemble des matricesn×n que l’on identifie avecIRn·n et que l’on muni de la norme‖A‖ =
sup‖x‖≤1 ‖Ax‖. Considérons l’application linéairel : IRn·n → IRn·n donnée parl(H) = X0H +
HX0 oùX0 est une matrice fixée (voir Exemple 1.1). Calculer la norme de l’applicationl.

13. Dans la situation de l’Exemple 3.8 démontrer que

‖A‖∞ = max
t∈[0,1]

∫ 1

0
|k(t, s)| ds.

Indication. Considérer en premier que la fonctionk(t, s) possède qu’un nombre fini de zéros pour
tout t.

14. On considère l’équation intégrale suivante, dite équation intégrale de Fredholm (2ème espèce):

y(t) = f(t) +

∫ 1

0
k(t, s)y(s)ds , (11.1)

oùf ∈ C([0, 1]) etk ∈ C([0, 1] × [0, 1]) sont données ety est l’inconnue. On suppose que

max
t∈[0,1]

∫ 1

0
|k(t, s)|ds < 1

(a) Démontrer que (11.1) possède une unique solution dansC([0, 1]).
(b) En utilisant la série de Neumann, écrire la solution sous la forme

y(t) = f(t) +

∫ 1

0
r(t, s)f(s)ds

15. Résoudre

y(t) = f(t) +
1

2

∫ 1

0
et−sy(s)ds . (11.2)

(a) On posea ≡ ∫ 1
0 e

−sy(s)ds. En multipliant (11.2) pare−t et en intégrant, on trouvea et donc
aussi la solutiony(t) = f(t) + aet/2.

(b) En utilisant la formule de l’exercice précédent.

16. SoitE un espace de Banach, on considère l’applicationf : L(E)→ L(E) donnée parf(X) = X3.
Calculer la dérivée def . Montrer par des exemples, qu’en gnral,f ′(X) 6= 3X2.
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17. SoitE un espace de Banach, on considère l’applicationexp : L(E) → L(E) donnée par la série
suivante:

exp(X) =
∞∑

n=0

1

n!
Xn .

(a) Montrer que l’applicationexp est bien définie.
(b) Calculer la derivée,exp′ de l’applicationexp.
(c) Montrer par des exemples que, en général,exp′(X) 6= exp(X).

Indication. Si cela vous aide, supposez queE = IRn.

18. Calculer la drive de la fonctionf : GL(IRn)→ L(IRn) donne parf(X) = (XTX)−1.

19. SoitA : IR→ IRn·n une fonction différentiable à valeur dans les matricesn× n. Montrer que

d

dx

(
A(x)

)−1
= −A(x)−1A′(x)A(x)−1

Indication. Utiliser l’Exemple 4.6 ainsi que la formule pour la dérivée de fonctions composées.

20. (a) SoitM : E1× . . .×En → F une application multilinéaire oùE1, . . . , En, F sont des espaces
vectoriels normés. Calculer la dérivée deM .

(b) SoitA : IR→ IR3·3 une fonction matricielle différentiable dont les colonnes sontA1(x),A2(x)
etA3(x). Montrer que

d

dx
det
(
A(x)

)
= det

(
A′

1, A2, A3

)
+ det

(
A1, A

′
2, A3

)
+ det

(
A1, A2, A

′
3

)

21. Soitf(x, y) = ln(x2 + y2) pourx2 + y2 > 0 etg(x, y) = (xy,
√
x/y)T pourx > 0, y > 0. Calculer

la dérivée deh(x, y) = (f ◦ g)(x, y) = ln(x2y2 +x/y2) directement et ensuite avec la formule de
différentiation des fonctions composées.

22. Soit f : [a, b] → IR continue,x1, x2, . . . , xn ∈ (a, b) et f différentiable sur l’ensembleD =
(a, b)\{x1, x2, . . . , xn}. Démontrer ou donner des contre-exemples aux affirmationssuivantes:

(a) Il existe unξ ∈ D tel quef(b)− f(a) = f ′(ξ)(b − a).
(b) On a l’estimation|f(b)− f(a)| ≤ supt∈D |f ′(t)|(b − a).

23. Considérons la fonctionf : IR→ IR définie par

f(x) =

{
x+ e−x/2 si x ≥ 0

ex/2 si x ≤ 0
.

(a) Montrer que|f(x)− f(y)| < |x− y| pourx 6= y.
(b) Montrer que la fonctionf(x) ne possède pas de point fixe.

Est-ce une contradiction au théorème du point fixe?

24. On considèreC([0, 1]) avec la norme‖ · ‖∞ et l’applicationf : C([0, 1]) → C([0, 1]) donnée par

f(x)(t) = λ

∫ 1

0
k(t, s)g(x(s))ds

oùk ∈ C([0, 1] × [0, 1]) et g : IR→ IR est suffisamment différentiable. Trouver une condition sur λ
sous laquellef est une contraction sur le fermé

D = {x ∈ C([0, 1]) ; ‖x‖∞ ≤ 1} .
25. Montrer que l’hypothèse “D fermé” ne peut en général pas être omise dans le théorème du point fixe

de Banach: trouver unD non fermé et une applicationf : D → E tels quef(D) ⊂ D et f est une
contraction surD, maisf ne possède pas de point fixe dansD.

26. SoitU un ouvert connexe deIR etE un espace vectoriel normé. Soitf : U → E une application qui
satisfait

‖f(x)− f(y)‖ ≤ C‖x− y‖2 pour tout x, y ∈ U ,

oùC > 0. Montrer quef est constante surU .
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27. Soit la fonctionf : IR2 → IR3 donnée par

f(x1, x2) =



x2

1 + x2
2 + 5

3x1x2 + 2
x3

1 + x3
2


 ,

et soitK = {(x1, x2) ∈ IR2 | |x1| ≤ 1, |x2| ≤ 2}. Trouver une constanteL telle que

‖f(x)− f(y)‖∞ ≤ L‖x− y‖∞ pour x, y ∈ K .

Remarque.L s’appelleconstante de Lipschitz.

28. SoitA ∈ L(E) avec‖A‖ < 1 et considérons le problème

x = Ax+ b .

Motrer que lak-ième approximation,xk, obtenue par la méthode des approximations successives
(avecx0 = b) est égale a l’approximation obtenue en tronquant la série de Neumann pour(I −A)−1

aprèsk termes. Trouver ainsi une connection entre l’Exemple 6.4 etl’Exercice 14.

29. Estimation de l’erreur pour la méthode des approximations successives. Soitx∗ un point fixe donné
par cette méthode. Démontrer

‖x∗ − xk‖ ≤
α

1− α‖xk − xk−1‖ . (11.3)

Pour les fonctions de l’Exemple 6.2, faire quelques itérations et utiliser (11.3) pour obtenir une esti-
mation rigoureuse de l’erreur.

30. SoitE,F des espaces vectoriels normés etU ⊂ E un fermé. On se pose la question suivante: soit
f : U → F injective et continue, est-ce quef est un homéomorphisme deU surf(U)?

(a) Démontrer que ceci est vrai siE = IRn et U borné (utiliser la démonstration de [HW95,
Théorème III.3.9]).

(b) Montrer par un contre-exemple que ce résultat n’est plus vrai dans les espaces vectoriels de
dimension infinie (considérer par exemple l’identité dans un espace muni de 2 normes non-
équivalentes).

31. Considérons la fonctionf : [−1, 1]→ IR donnée par

f(x) =

{
1

n+1

(
2|x| − 1

n

)
si 1

n ≤ |x| ≤ 1
n−1

0 si x = 0
.

Montrer quef est strictement différentiable à l’origine, mais qu’elle n’est différentiable dans aucun
voisinage de0.
Remarque.f(x) satisfaitf(1/n) = 1/n(n + 1) et elle est linéaire sur[1/n, 1/(n + 1)].

32. SoitA ∈ L(E) un isomorphisme. Pour calculer son inverse, on applique la méthode de Newton à
l’équationX−1 −A = 0. Montrer que l’on obtient ainsi l’itération

Xk+1 = Xk +Xk(I −AXk)

et vérifier que la suite{Xk} converge versA−1 si ‖I −AX0‖ < 1.
Indication.Ek := I −AXk satisfaitEk+1 = EkEk.

33. SoitE,F,G des espaces vectoriels normés. SoitU ⊂ E un ouvert eta ∈ U et soitf : U → G
strictement différentiable ena. Soit V ⊂ F un ouvert avecb = f(a) ∈ V et soitg : V → G
strictement différentiable enb = f(a). Démontrer queg ◦ f est strictement différentiable ena et que
(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).

34. Considérons la fonctionf : IR2 → IR2 donnée par

f1(x1, x2) = x1, f2(x1, x2) =





x2 − x2
1 si x2

1 ≤ x2

(x2
2 − x2

1x2)/x
2
1 si 0 ≤ x2 ≤ x2

1

−f2(x1,−x2) si x2 ≤ 0

Montrer que
(a) f est partout différentiable.
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(b) f ′(0) est inversible (calculerf ′(0)).
(c) f n’est pas strictement différentiable à l’origine.
(d) il n’existe pas de voisinage de l’origine oùf est injective (i.e.f n’est pas un homéomorphisme

près de l’origine).

35. Donner un difféomorphisme (a) de l’intervalle(0, 1) avecIR, (b) de l’intervalle(0, 1) avec la demi-
droiteIR∗

+.

36. Soient le “cube”C = {x ∈ IRn ; 0 < xi < 1, i = 1, . . . , n} et le “simplexe”S = {y ∈ IRn ; yi >
0 ,

∑n
i=1 yi < 1} et on considère l’applicationϕ : C → IRn donnée parϕ(x) = y avec yk =

(1− x1) · · · (1− xk−1)xk pour k = 1, . . . , n.
(a) Pourn = 2 dessiner les images parϕ des droites parallèles aux axes.
(b) Vérifier que

∑n
i=1 yi = 1−∏n

i=1(1− xj).
(c) Montrer queϕ est un difféomorphisme deC surS et trouver son inverse.

37. Les coordonnées sphériques deIRn sont données parψ(r, θ1, . . . θn−1) = x où

x1 = r cos θ1

x2 = r sin θ1 cos θ2

x3 = r sin θ1 sin θ2 cos θ3
...

xn−1 = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 cos θn−1

xn = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−2 sin θn−1 .

Montrer que
detψ′ = rn−1 sinn−2 θ1 sinn−3 θ2 · · · sin θn−2 ,

et montrer que la restriction de l’applicationψ à(0,∞)×(0, π)n−2×(−π, π) est un difféomorphisme.

38. Soitαn le volume de la sphère{x ∈ IRn ; ‖x‖2 ≤ 1} dansIRn. En utilisant les résultats de l’exercice
37, le théorème sur les changements de coordonnées ([HW95, Théorème IV.5.7]) et la définition de
la fonction GammaΓ(x) ([HW95, Définition III.8.10]) montrer que

αn =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
.

Montrer également queαn → 0 si n→∞.
Indication.PourIk ≡

∫ π
0 sink t dt on a(k + 1)Ik+1 = kIk−1.

39. Dans le plan avec coordonnées cartésiennes(x, y) on considère les deux courbes

C1 = {(x, y) ; x2 − y = 0}
C2 = {(x, y) ; x− y2 = 0} .

Trouver un difféomorphisme local près de(0, 0) tel que

f(C1) = {(u, v) ; v = 0}
f(C2) = {(u, v) ; u = 0} .

40. Pour touta ∈ IR on considère la fonctionfa : IR→ IR donnée parfa(x) = ax− sinx. Pour quelles
valeurs dea la fonctionfa est-elle un homéomorphisme? un difféomorphisme? un difféomorphisme
local près de l’origine?

41. Soitf : IR4 → IR2 l’application définie par

f1(x, y, u, v) = u3 + vx+ y

f2(x, y, u, v) = uy + v3 − x
et soitP0 = (x0, y0, u0, v0) un point def−1({0}).

(a) Ecrire une condition surP0 qui permet d’obtenir localement près de ce point l’ensemblef−1({0})
comme le graphe d’une fonctiong de la formeu = g1(x, y), v = g2(x, y).
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(b) Calculer∂g1

∂x (x0, y0) si P0 = (0,−1, 1, 1).

42. On considre le systme

λc1 = 3c1 +
9

4
c31 +

9

2
c1c

2
2

λc2 = 2c2 + 3c21c2 +
3

2
c22.

Trouver les points de bifurcations
des courbesc1(λ) et c2(λ).
Une condition nécessaire pour un
point de bifurcation est que le théorème
de fonctions implicites ne peut pas
être appliqué.

43. Démontrer que le théorème d’inversion locale (Théorème 7.5) peut être déduit du théorème des fonc-
tions implicites.

44. Soit S = {(x, y, z) ; xz + sin(xy) + cos(xz) = 1}. Déterminer si dans un voisinage de(0, 1, 1)
l’ensembleS peut être écrit sous la forme

z = f(x, y) ou y = g(x, z) ou x = h(y, z) .

45. Calculer la norme du déterminant vu comme application multilinéaire

det : IRn × · · · × IRn → IR (n facteurs) ,

où IRn est munie de la norme euclidienne. En déduire l’inégalit´e |detA| ≤ nn/2 (de Hadamard)
pour une matriceA = (aij)1≤i,j≤n satisfaisant|aij | ≤ 1.

46. SoientIRn et IRm munis de la norme euclidienne. Soitb : IRn × IRm → IR l’application bilinéaire
donnée parb(x, y) = xTBy, oùB est une matrice arbitraire. Montrer que la norme deb satisfait
‖b‖ = ‖B‖2.

47. Soientf : E → F etg : f → G (oùE, F etG sont des espaces vectoriels normés) deux applications
deux fois différentiables. Calculer(g ◦ f)′′(x)(h, k).

48. Soitb : E × F → G (oùE, F etG sont des espaces vectoriels normés) une application bilinéaire
continue. Calculer sa deuxième dérivée.

49. Calculer la deuxième dérivée def : IR2 → IR3 donnée par

f(x) =
(
x3

1 + x1x
3
2, e

(x1−x2), cos(x1x2)
)T
.

50. SoitX ∈ GL(IRn), calculer toutes les dérivées de la fonctionf(X) = X3.



Chapter II

Maxima et minima relatifs et calcul de
variations

Ce chapitre est consacré à l’étude des extrema d’une fonction à valeurs réelles. Il est bien connu
que pour une fonctionf : IR→ IR la conditionf ′(a) = 0 est nécessaire et les conditionsf ′(a) =
0, f ′′(a) > 0 sont suffisantes pour quea soit un minimum relatif. Nous allons étendre ce résultat
à des fonctionsf : U → IR oùU est un ouvert d’un espace vectoriel norméE. Nous étudierons
également des conditions pour que la restrictionf |M, oùM est une sous-variété de la forme
M = {x ∈ U ; g(x) = 0}, possède un extremum ena. Une application importante est la situation
oùE est un espace de fonctions. Les conditions nécessaires de l’extremum s’expriment alors par
une équation différentielle, l’équation d’Euler-Lagrange.

II.1 Maxima et minima relatifs

SoitU un ouvert d’un espace vectoriel norméE etf : U → IR. On dit quef possède unminimum
relatif au pointa ∈ U , s’il existe un voisinageV dea (V ⊂ U) tel que

f(x) ≥ f(a) pour tout x ∈ V.

Un minimum relatif est ditstrict, si

f(x) > f(a) pour tout x ∈ V \ {a}.

De la même manière on définit un maximum relatif ou un maximum relatif strict. On dit quef
possède unextremum relatifena, si elle possède un minimum ou un maximum relatif ena.

Théorème 1.1 (condition ńecessaire)SoitU un ouvert d’un espace vectoriel normé E et sup-
posons quef : U → IR soit diff́erentiable ena ∈ U . Si f admet un extremum relatif ena, alors
f ′(a) = 0.

Démonstration.Supposons quef admette un minimum relatif ena (le cas d’un maximum relatif
est traité de la même manière). Les hypothèses impliquent que pour unh ∈ E fixé et pour|ε|
suffisamment petit

0 ≤ f(a+ εh)− f(a) = f ′(a)εh+ r(a+ εh) · |ε| · ‖h‖

où r(a + εh) → 0 si ε → 0. En divisant cette relation parε et en considérant la limiteε → 0 on
obtientf ′(a)h ≥ 0. On en déduitf ′(a) = 0, carh ∈ E est arbitraire.
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Le lemme suivant représente un cas particulier de la sériede Taylor avec reste.

Lemme 1.2 Soitf : U → IR (U un ouvert d’un espace vectoriel norméE) deux fois diff́erentiable
ena ∈ U . Alors, on a

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h +
1

2!
f ′′(a)(h, h) + s(h)‖h‖2, (1.1)

où s(h)→ 0 si h→ 0.

Démonstration.Considérons la fonction

g(h) := f(a+ h)− f(a)− f ′(a)h− 1

2!
f ′′(a)(h, h),

définie dans un voisinage de0 ∈ E. On ag(0) = 0 et la dérivée deg(h) est donnée par

g′(h) = f ′(a+ h)− f ′(a)− f ′′(a)(h, ·) = r(h)‖h‖

avecr(h) → 0 si h → 0, carf ′(x) est différentiable ena. Par le théorème des accroissements
finis, on obtient alors

|g(h)| ≤ sup
0<t<1

‖g′(th)‖ · ‖h‖ ≤ sup
0<t<1

‖r(th)‖ · ‖h‖2.

Ceci implique que la fonctions(h), définie par (1.1), satisfaits(h)→ 0 si h→ 0.

Théorème 1.3 (condition ńecessaire)SoitU un ouvert d’un espace vectoriel normé etf : U →
IR deux fois diff́erentiable ena ∈ U . Sif poss̀ede un minimum relatif ena, alors

f ′′(a)(h, h) ≥ 0 pour tout h ∈ E. (1.2)

Démonstration.On remplaceh parεh dans (1.1), on divise la formule obtenue parε2 et on con-
sidère la limiteε→ 0.

On dit quea ∈ U est unpoint critiquede f : U → IR si f ′(a) = 0. La condition (1.2) ne
suffit pas pour qu’un point critique soit un minimum relatif def . La fonctionf(x) = x3 nous sert
comme contre-exemple.

Théorème 1.4 (condition suffisante)SoitU un ouvert d’un espace vectoriel normé etf : U →
IR deux fois diff́erentiable ena ∈ U . Sif ′(a) = 0 et sif ′′(a) satisfait

f ′′(a)(h, h) ≥ γ‖h‖2 pour tout h ∈ E (1.3)

avec unγ > 0, alorsf admet un minimum relatif strict au pointa.

Démonstration.Les hypothèses surf ′(a) etf ′′(a) et la formule (1.1) impliquent que

f(a+ h)− f(a) ≥
( γ

2
− ‖s(h)‖

)
‖h‖2.

Commes(h) → 0 si h → 0, on en déduit quef(a + h) > f(a) pourh 6= 0 suffisamment petit.
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Exemple 1.5 Pour le cas particulierU ⊂ IRn, où f : U → IR est une fonction àn variables
réelles, la conditionf ′(a) = 0 devient

∂f

∂x1
(a1, . . . , an) = 0, . . . ,

∂f

∂xn
(a1, . . . , an) = 0,

ce qui constitue un système den équations pour lesn inconnuesa1, . . . , an. La condition (1.3) est
équivalente au fait que la matrice Hessienne

H(a) =




∂2f
∂x2

1

(a) · · · ∂2f
∂x1∂xn

(a)
...

...
∂2f

∂xn∂x1
(a) · · · ∂2f

∂x2
n
(a)




est une matrice définie positive, c.-à-d., toutes les valeurs propres sont positives. La valeur deγ
correspond à la plus petite valeur propre deH(a).

II.2 Multiplicateurs de Lagrange

Soit U un ouvert d’un espace vectoriel norméE, f : U → IR, et considérons la sous-variété
M = {x ∈ U ; g(x) = 0} où g : U → IRm. Le problème consiste à trouver les minima (ou
maxima) de la restrictionf |M, c.-à-d., on cherchea ∈M tel que

f(x) ≥ f(a) pour tout x ∈ V ∩M,

oùV est un voisinage dea dansU .

Exemple 2.1 Soit U = IR2, f(x1, x2) = x1x2 et
g(x1, x2) = x2

1 + x2
2 − 1. On cherche alors les ex-

trema de la fonctionf(x) sur le cercle de rayon1.
Par un raisonnement géometrique (voir [HW95, page
325]) on trouve la condition nécessaire

grad f(a1, a2) = λ grad g(a1, a2)

pour un extremum (grad f(a), qui est orthogonale
aux courbes de niveau def , doit avoir la même direc-
tion quegrad g(a)). Dans notre exemple on obtient

a2 = 2λa1, a1 = 2λa2, a2
1 + a2

2 = 1

et on trouve sans difficulté les quatre solutions(±
√

2/2,±
√

2/2).

.5 1.0−1.0 −.5

.5

1.0

−1.0

−.5

maxmaxminmin

minminmaxmax

Nous étendons ce résultat à la situation oùU est un ouvert d’un espace vectoriel normé
(éventuellement de dimension infinie) et où la sous-vari´etéM est donnée parm équations.

Théorème 2.2 (condition ńecessaire)SoitU ⊂ E un ouvert d’un espace de BanachE, et sup-
posons quef : U → IR et g : U → IRm soient contin̂ument diff́erentiables dans un voisinage de
a ∈ M = {x ∈ U ; g(x) = 0}. Sig′(a) est surjective et sif |M poss̀ede un extremum relatif ena,
alors il existe des nombresλ1, . . . , λm (multiplicateurs de Lagrange) tels que

f ′(a)−
m∑

i=1

λig
′
i(a) = 0 (2.1)

(gi(x) est laième composante du vecteurg(x)).
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Remarque. Avec lafonction de Lagrange

L(x, λ) := f(x)−
m∑

i=1

λigi(x) (2.2)

les conditionsa ∈M et (2.1) sont équivalentes àL′(a, λ) = 0.

Démonstration.Par la surjectivité deg′(a) on peut trouver des vecteursh1, . . . , hm ∈ E tels que
g′(a)hj = ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T , c.-à-d.,g′i(a)hj = δij où δii = 1 et δij = 0 pour i 6= j.
Considérons alors la fonction

G(x, t) := g(x+ t1h1 + . . .+ tmhm)

avect = (t1, . . . , tm)T ∈ IRm. On aG(a, 0) = 0 et

∂G

∂t
(a, 0) =

(
g′(a)h1, . . . , g

′(a)hm

)
= I (l’identité).

Le théorème des fonctions implicites implique que, proche de(a, 0), il existe une fonction différentiable
t(x) = (t1(x), . . . , tm(x))T telle queG(x, t(x)) = 0. Le vecteury := x+h1t1(x)+ . . .+hmtm(x)
satisfait doncg(y) = 0 pour toutx dans un voisinage dea. La dérivée degi(y) = 0 par rapport à
x donne alors au pointa

0 = g′i(a)
(
I + h1t

′
1(a) + . . .+ hmt

′
m(a)

)
= g′i(a) + t′i(a).

Commef |M possède un extremum relatif ena, la condition nécessaire du Théorème 1.1 implique
que la dérivée def(x+ h1t1(x) + . . .+ hmtm(x)) est nulle au pointx = a, c.-à-d.,

f ′(a)
(
I + h1t

′
1(a) + . . .+ hmt

′
m(a)

)
= 0.

En posantλi := f ′(a)hi et en utilisant la relationt′i(a) = −g′i(a), on obtient l’affirmation (2.1).

Pour le cas particulierE = IRn, la surjectivité deg′(a) s’exprime par le fait que la matrice

g′(a) =




∂g1

∂x1
(a) · · · ∂g1

∂xn
(a)

...
...

∂gm

∂x1
(a) · · · ∂gm

∂xn
(a)




possède le rangm.

Exemple 2.3 Soient

f(x1, x2, x3) = x1 − x2 − x3

g1(x1, x2, x3) = x2
1 + 2x2

2 − 1

g2(x1, x2, x3) = 3x1 − 4x3

et cherchons les extrema def |M oùM := {x ∈ IR3 ; g1(x) = g2(x) = 0}. L’ensembleM
représente l’intersection d’un cylindre elliptique avecun plan. On vérifie aisément queg′(x)
possède le rang2 pour toutx ∈M. Considérons alors la fonction de Lagrange

L(x, λ) = x1 − x2 − x3 − λ1(x
2
1 + 2x2

2 − 1)− λ2(3x1 − 4x3).

Les conditions nécessaires (2.1) nous donnent

1− 2λ1x1 − 3λ2 = 0, −1− 4λ1x2 = 0, −1 + 4λ2 = 0.

On obtient doncλ2 = 1/4 et, en éliminantλ1 des deux autres équations, on trouvex2 + 2x1 = 0.
Les solutions du système (2.1) sont alors(1/3,−2/3, 1/4) et (−1/3, 2/3,−1/4).
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Théorème 2.4 (condition suffisante)SoitU ⊂ E un ouvert d’un espace de BanachE. Sup-
posons de plus quef : U → IR etg : U → IRm soient deux fois différentiables ena ∈M := {x ∈
U ; g(x) = 0} et queg′(a) soit surjective. Si (2.1) est satisfait et si

(
f ′′(a)−

m∑

i=1

λig
′′
i (a)

)
(h, h) ≥ γ ‖h‖2 pourh satisfaisantg′(a)h = 0, (2.3)

avec unγ > 0, alorsf |M admet un minimum relatif strict au pointa.

Démonstration.En appliquant le Lemme 1.2 à la fonctionf(x)−∑m
i=1 λigi(x) et en utilisant (2.1)

nous obtenons poura + k ∈M

f(a+ k)− f(a) =
1

2

(
f ′′(a)−

m∑

i=1

λig
′′
i (a)

)
(k, k) + s(k) ‖k‖2, (2.4)

où s(k) → 0 si k → 0. Considérons maintenantk tel quea + k ∈ M. La difficulté est quek ne
satisfait pas nécessairementg′(a)k = 0 et qu’on ne peut pas directement utiliser (2.3).

a

h

k

M

ker g′(a)

Pour le vecteurk ∈ E nous considérons

h = k − α1h1 − . . .− αmhm (2.5)

où les vecteursh1, . . . , hm sont comme dans la démonstration du
Théorème 2.2. Nous choisissonsαi = g′i(a)k afin queh soit
dans ker g′(a) . Si a + k ∈ M nous avons (de nouveau par le
Lemme 1.2) que

0 = g(a+ k)− g(a) = g′(a)k +
1

2
g′′(a)(k, k) + r(k) ‖k‖2

avecr(k) → 0 pourk → 0. Ceci implique‖g′(a)k‖ ≤ c1‖k‖2 pourk suffisamment petit, et en
utilisant (2.5) aussi‖h − k‖ ≤ c2‖k‖2. L’inégalité | ‖h‖ − ‖k‖ | ≤ ‖h − k‖ montre alors que
c3‖k‖ ≤ ‖h‖ ≤ c4‖k‖ si k est suffisamment petit. L’expression de droite de l’équation (2.4) peut
donc être écrite sous la forme

1

2

(
f ′′(a)−

m∑

i=1

λig
′′
i (a)

)
(h, h) + ŝ(k) ‖h‖2,

où ŝ(k) → 0 pour k → 0. Par la condition (2.3), cette expression est positive pourk 6= 0
suffisamment petit. Donc,f(a+ k)− f(a) est strictement positive pourk 6= 0 suffisamment petit,
si a + k ∈ M.

Exemple 2.5 Utilisons la condition (2.3) du Théorème 2.4 pour démontrer que le pointa =
(−1/3, 2/3,−1/4) est un minimum relatif strict de la fonctionf |M de l’Exemple 2.3. Comme
λ1 = −3/8 etλ2 = 1/4 nous avons pourh = (h1, h2, h3)

T que
(
f ′′(a)− λ1g

′′
1(a)− λ2g

′′
2(a)

)
(h, h) =

3

8
(2h2

1 + 4h2
2).

Pourh satisfaisantg′(a)h = 0 (en particulier3h1 − 4h3 = 0) on obtient

3

8

(
2h2

1 + 4h2
2

)
=

3

8

(
h2

1 + 4h2
2 +

16

9
h2

3

)
≥ 3

8
‖h‖2

et la condition suffisante pour un minimum strict est vérifi´ee.
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II.3 Calcul de variations

En 1696, Johann Bernoulli posait le problème suivant:une par-
ticule glisse sous l’influence de la gravité sur une courbe reliant
A etB (dans un plan vertical). Trouver la courbe pour laquelle
le temps qu’il lui faut pour aller deA àB est minimal.Une telle
courbe s’appellebrachistochrone. La solution de ce problème,
proposée par Jakob Bernoulli, est à l’origine du calcul devaria-
tions.

dxdx
dydy

dsds

A

B

x

y

La formulation mathématique part du principe de la conservation de l’énergie mécanique

m

2

(ds
dt

)2 −mgy = 0

(l’origine est au pointA). Ceci impliqueds/dt =
√

2gy . Comme pour la longueur d’arcds =√
dx2 + dy2 =

√
1 + y′(x)2 dx , le problème revient à minimiser l’expression

T (y) =
∫ t1

0
dt =

∫ ℓ1

0

ds√
2gy

=
∫ b

0

√
1 + y′(x)2

√
2gy(x)

dx, (3.1)

oùT est un opérateur deC1([0, b]) dansIR.

Problème Considérons une fonction continueL(x, y, y′), définie dans un ouvert deIR3 et à valeurs
dansIR. Le problème consiste à trouver une fonctiony(x) telle que

T (y) =
∫ b

a
L
(
x, y(x), y′(x)

)
dx (3.2)

soit minimale parmi toutes les fonctions de classeC1 satisfaisanty(a) = A et y(b) = B. La
fonctionL(x, y, y′) s’appellefonction de Lagrangeou Lagrangien.

Lemme 3.1 Soit y ∈ C1([a, b]) une fonction qui v́erifie y(a) = A, y(b) = B et L(x, y, y′) une
fonction contin̂ument diff́erentiable dans un voisinage de{(x, y(x), y′(x)) ∈ IR3 ; x ∈ [a, b]}. Si
l’expressionT (y) de (3.2) poss̀ede un extremum eny, alors

∫ b

a

(
∂L

∂y

(
x, y(x), y′(x)

)
h(x) +

∂L

∂y′

(
x, y(x), y′(x)

)
h′(x)

)
dx = 0 (3.3)

pout touth ∈ C1([a, b]) vérifianth(a) = h(b) = 0.

Démonstration.Considérons la fonction

S(ε) := T (y + εh) =
∫ b

a
L
(
x, y(x) + εh(x), y′(x) + εh′(x)

)
dx,

oùy satisfait les hypothèses du lemme,h ∈ C1([a, b]) avech(a) = h(b) = 0, etε est un paramètre
réel (petit). Siy est un extremum deT (y), 0 en est un deS(ε), et la condition nécessaireS ′(0) = 0
doit être satisfaite. L’affirmation du lemme est une conséquence du fait que l’expression de (3.3)
est égale àS ′(0) (les hypothèses garantissent qu’on peut échanger la dérivation avec l’intégration).
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Une autre possibilité serait de considérer l’espace vectoriel E = {h ∈ C1([a, b]) ; h(a) =
h(b) = 0}, de le munir d’une norme, et de considérer l’applicationF : E → IR, définie par
F (h) := T (y + h). Pour quey soit un extremum deT , h = 0 doit être un extremum deF .
La condition nécessaireF ′(0) = 0 (où bienF ′(0)h = 0 pour touth ∈ E) du Théorème 1.1 est
équivalente à (3.3). Les résultats des Théorèmes 1.3 et 1.4 peuvent également être appliqués.

Définition 3.2 Une fonctiony ∈ C1([a, b]) qui satisfaity(a) = A, y(b) = B et la condition (3.3)
pour touth ∈ C1([a, b]) vérifianth(a) = h(b) = 0, s’appelle uneextŕemaledu problème (3.2).

Pour trouver la solution du problème variationel, nous cherchons à éliminer la présence deh(x)
dans la condition nécessaire (3.3).

Théorème 3.3 (Equation d’Euler-Lagrange) Soit L(x, y, y′) de classeC1. Une fonctiony ∈
C1([a, b]) est une extŕemale du probl̀eme (3.2) aux extrémit́es fix́eesy(a) = A et y(b) = B, si et
seulement si

∂L

∂y′
(x, y(x), y′(x)) est contin̂ument diff́erentiable et

∂L

∂y
(x, y(x), y′(x))− d

dx

∂L

∂y′
(x, y(x), y′(x)) = 0. (3.4)

Démonstration. Suffisance.NotonsA(x) = ∂L
∂y

(x, y(x), y′(x)) etB(x) = ∂L
∂y′

(x, y(x), y′(x)). La
condition (3.4), c.-à-d.,A(x) = B′(x), implique que

∫ b

a

(
A(x)h(x) +B(x)h′(x)

)
dx =

∫ b

a

(
B(x)h(x)

)′
dx = B(x)h(x)|ba = 0

pourh(a) = h(b) = 0. Donc,y(x) est une extrémale de (3.2).
Nécessit́e. La condition (3.3) s’écrit comme

∫ b
a (A(x)h(x) + B(x)h′(x)) dx = 0. On intègre

par parties la première expression de cette intégrale. SiC(x) est une primitive deA(x), c.-à-d.,
C(x) est continûment différentiable etC ′(x) = A(x), on a que

0 =
∫ b

a

(
A(x)h(x) +B(x)h′(x)

)
dx =

∫ b

a

(
B(x)− C(x)

)
h′(x) dx

pour touth ∈ C1([a, b]) satisfaisanth(a) = h(b) = 0. En appliquant le Lemme de Du Bois Rey-
mond (Lemme 3.4) on obtientB(x)− C(x) = Const . Donc,B(x) est continûment différentiable
etB′(x) = C ′(x) = A(x).

Lemme 3.4 (Du Bois Reymond)Soitd : [a, b]→ IR continue et
∫ b

a
d(x)h′(x) dx = 0 pour touth ∈ C1([a, b]) vérifianth(a) = h(b) = 0,

alorsd(x) = Const .

Démonstration.Posons

m :=
1

b− a
∫ b

a
d(x) dx et h(x) :=

∫ x

a
(d(t)−m) dt.

Cette fonctionh est dansC1([a, b]), elle vérifieh(a) = h(b) = 0 et on ah′(x) = d(x) −m. On
obtient donc

∫ b

a
(d(x)−m)2 dx =

∫ b

a
(d(x)−m)h′(x) dx = −m

∫ b

a
h′(x) dx = −m(h(b)− h(a)) = 0.

Commed(x)−m est continue par hypothèse, ceci est possible seulement sid(x)−m = 0.
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Si L(x, y, y′) et y(x) sont de classeC2, l’équation d’Euler-Lagrange peut être écrite sous la
forme

∂L

∂y
(x, y, y′)− ∂2L

∂x∂y′
(x, y, y′)− ∂2L

∂y∂y′
(x, y, y′) y′ − ∂2L

∂y′∂y′
(x, y, y′) y′′ = 0, (3.5)

qui est une équation différentielle de deuxième ordre. Le théorème suivant nous permet de réduire
l’ordre de l’équation différentielle dans la situation oùL(x, y, y′) ne dépend que dey ety′.

Théorème 3.5Soit le LagrangienL de classeC1 et ind́ependant de la variablex. Alors, toute
extŕemaley(x) de classeC2 vérifie la relation

L(y(x), y′(x))− ∂L

∂y′
(y(x), y′(x)) y′(x) = Const . (3.6)

Démonstration.La dérivée deL(y(x), y′(x))− ∂L
∂y′

(y(x), y′(x)) y′(x) par rapport àx donne

∂L

∂y
(. . .) y′(x) +

∂L

∂y′
(. . .) y′′(x)− d

dx

(∂L
∂y′

(. . .)
)
y′(x)− ∂L

∂y′
(. . .) y′′(x),

ce qui est nul par (3.4).

Exemple 3.6 (Brachystochrone)Le problème consiste à minimiser l’intégrale (3.1) parmi toutes
les fonctions satisfaisanty(0) = 0 et y(b) = B (b etB sont des nombres positifs). La condition
nécessaire (3.6) devient

√
1 + y′ 2

√
y

− y′√
y
√

1 + y′ 2
· y′ = Const ,

ce qui est équivalent à1+y′ 2−y′ 2 = Const ·√y √1 + y′ 2. On en déduit l’équation différentielle
y(1 + y′ 2) = C, dont la solution générale est une cycloı̈de donnée par (voir [HW95, page 138])

x(ϕ) =
C

2
(ϕ− sinϕ) +D, y(ϕ) =

C

2
(1− cosϕ). (3.7)

La Fig. 3.1 (le dessin de gauche) montre les solutions pour0 ≤ ϕ ≤ 2π et pourD = 0 (pour
qu’elles passent par l’origine). On voit que, quelque soitb > 0 etB > 0, il existe une unique
valeur deC telle que la courbe (3.7) passe par(b, B) pour unϕ ∈ (0, 2π).

Attention.Ce problème n’entre pas exactement dans le cadre de notre théorie, carL(y, y′) n’est
pas définie poury = 0. Nous ne discutons pas les détails techniques pour justifier la solution.

Exemple 3.7 (Surface de ŕevolution d’aire minimale)
On se donnea < b, A > 0, B > 0, et on cherche une fonction
y(x) de classeC1 telle quey(a) = A, y(b) = B et que la surface
de révolution{(x, y(x) cosϕ, y(x) sinϕ) ; x ∈ [a, b], ϕ ∈ [0, 2π]}
possède une aire minimale. On a la formule

Aire = 2π
∫
y ds = 2π

∫ b

a
y(x)

√
1 + y′(x)2 dx,
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Figure 3.1: Brachystochrone (gauche) et surface de révolution d’aire minimale (droite)

et l’équation d’Euler-Lagrange sous la forme (3.6) donne

y
√

1 + y′ 2 − y · y′√
1 + y′ 2

· y′ = Const .

On en déduit

y2 = C2(1 + y′ 2) ou
dy

dx
=

√
y2

C2
− 1.

On résout cette équation différentielle en utilisant laséparation des variables et la substitution
y = C cosh u. Ceci donneu = x/C + λ ou y(x) = C cosh(x/C + λ) comme solution générale.
En choisissanta = 0 etA = 1 (normalisation) la conditiony(0) = 1 devient1 = C cosh λ, et on
obtient pour la solution la représentation

y(x) =
1

coshλ
cosh

(
x · cosh λ+ λ

)
. (3.8)

La Fig. 3.1 (le dessin de droite) montre qu’en général ce problème possède deux extrémales (par
exemple pourb = 1.148 etB = 1.731 on obtientλ = −2.1 et λ = 0). Pour la courbe supérieure
(celle avec le plus grandλ) l’aire de la surface de révolution est minimale (sans démonstration,
pour plus de détails voir [Fox, page 48]).

Si le point(b, B) est en-dessous de l’enveloppe des courbes (3.8), il n’y a pasd’extrémale.
Dans cette situation, la fonction non-continuey(x) = 0 pour0 < x < b, y(0) = 1 et y(b) = B
donne la valeur minimale de l’aire (Aire= π(1 + B2)). Elle s’appelle solution de Goldschmidt
[Tr83, page 214].

Exemple 3.8 Un exemple plus simple qui n’admet pas d’extrémale est le suivant (dû à Weierstraß):
∫ 1

−1
y(x)2(1− y′(x))2 dx → min, y(−1) = 0, y(1) = 1.

L’équation d’Euler-Lagrange est alors

y2(1− y′)2 + 2y2(1− y′)y′ = y2(1− y′)(1 + y′) = Const .

Elle n’a pas de solution différentiable qui vérifie les conditions aux
bords. L’intégrale est minimale pour la fonction donnée pary(x) = 0
pour−1 ≤ x ≤ 0 et pary(x) = x pour0 ≤ x ≤ 1, car elle vaut
alors zéro. −1 1

A

B
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II.4 Probl èmes isoṕerimétriques

Considérons le problème suivant, proposé par Euler (1734): trou-
ver la forme d’une châıne de longueurℓ (à l’ équilibre), qui est
suspendue aux extrémit́es. Mathématiquement, ce problème de-
vient

A

B

a b

∫ b

a
y(x)

√
1 + y′(x)2 dx → min où

∫ b

a

√
1 + y′(x)2 dx = ℓ, (4.1)

c.-à-d., l’énergie potentielle est minimale et la longueur estℓ (condition “isopérimétrique”).

Problème ǵenéral Soient données deux fonctions continuesf(x, y, y′) etg(x, y, y′), définies dans
un ouvert deIR3 et à valeurs dansIR, et ℓ ∈ IR. Le problème isoṕerimétriqueconsiste à trouver
une fonctiony(x) telle que

F (y) :=
∫ b

a
f(x, y(x), y′(x)) dx (4.2)

soit minimale parmi toutes les fonctions de classeC1 satisfaisant

G(y) :=
∫ b

a
g(x, y(x), y′(x)) dx = ℓ et y(a) = A, y(b) = B. (4.3)

Nous allons écrire ce problème sous la forme traitée dansle paragraphe II.2. Supposons qu’une
solutiony ∈ C1([a, b]) existe. Comme dans la discussion qui suit le Lemme 3.1, nous introduisons
l’espace vectoriel

E = {h ∈ C1([a, b]) ; h(a) = h(b) = 0}

muni d’une norme et nous considérons les applicationsF0 : E → IR etG0 : E → IR définies par
F0(h) = F (y + h) etG0(h) = G(y + h). Le problème consiste alors à montrer queh = 0 est un
minimum deF0(h) assujetti à la conditionG0(h)− ℓ = 0.

Théorème 4.1Soientf(x, y, y′) etg(x, y, y′) des fonctions de classeC2, et soity ∈ C2([a, b]) une
solution du probl̀eme isoṕerimétrique. Si

∂g

∂y
(x, y(x), y′(x))− d

dx

∂g

∂y′
(x, y(x), y′(x)) 6≡ 0, (4.4)

alors il existe unλ ∈ IR tel que la fonction

L(x, y, y′) = f(x, y, y′)− λ g(x, y, y′) (4.5)

satisfait l’équation d’Euler-Lagrange (3.4).

Démonstration.Nous allons appliquer le Théorème 2.2 au problèmeF0(h) → min assujetti à la
restrictionG0(h)− ℓ = 0. La condition (4.4) implique queG′

0(0) : E → IR est surjective. Il existe
alors unλ ∈ IR tel queF ′

0(0) − λG′
0(0) = 0. Mais ceci est exactement la condition (3.3) avec

L(x, y, y′) pris de (4.5). L’affirmation est alors une conséquence de ladémonstration (nécessité)
du Théorème 3.3.
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Exemple 4.2 Pour le problème du début de ce paragraphe nous obtenons

L(x, y, y′) = (y − λ)
√

1 + y′ 2.

Après la transformationy− λ = z, l’équation d’Euler-Lagrange est exactement la même quepour
le problème de la surface de révolution d’aire minimale (Exemple 3.7). On obtient donc

y(x) = λ+ C cosh(x/C +D).

Les trois paramètresλ, C,D sont déterminés pary(a) = A, y(b) = B et par

ℓ =
∫ b

a

√
1 + y′(x)2 dx =

∫ b

a
cosh(x/C +D) dx = C sinh(x/C +D)

∣∣∣
b

a
.

II.5 G éod́esiques des surfaces

Avant de discuter le calcul de géodésiques des surfaces (c.-à-d., des courbes de longueur minimale
sur une surface donnée), nous généralisons les résultats du paragraphe II.3 au cas de plusieurs
fonctions.

Considérons une fonctionL(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n). Le problème consiste à trouvern fonc-

tionsy1(x), . . . , yn(x) telles que

∫ b

a
L
(
x, y1(x), . . . , yn(x), y

′
1(x), . . . , y

′
n(x)

)
dx (5.1)

soit minimale parmi toutes les fonctions de classeC1 satisfaisantyi(a) = Ai et yi(b) = Bi pour
tout i = 1, . . . , n. Ce problème correspond à celui du paragraphe II.3 oùy : [a, b] → IRn. En
considérant la fonctionS(ε) :=

∫ b
a L(x, y(x) + εh(x), y′(x) + εh′(x)) dx, nous obtenons comme

dans le Lemme 3.1 la condition nécessaire

∫ b

a

n∑

i=1

(
∂L

∂yi
(x, y(x), y′(x))hi(x) +

∂L

∂y′i
(x, y(x), y′(x))h′i(x)

)
dx = 0 (5.2)

pour touthi ∈ C1([a, b]) satisfaisanthi(a) = hi(b) = 0. Si l’on pose toutes les fonctionshj(x)
égales à zéro sauf laième, on voit que la condition (5.2) est équivalente à

∫ b

a

(
∂L

∂yi
(x, y(x), y′(x))hi(x) +

∂L

∂y′i
(x, y(x), y′(x))h′i(x)

)
dx = 0

pour i = 1, . . . , n. On est donc de retour à la situation à une fonction, et comme dans le para-
graphe II.3 on obtient le résultat suivant.

Théorème 5.1SoitL(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) de classeC1. Une fonctiony : [a, b] → IRn de

classeC1 est une extŕemale du probl̀eme (5.1) aux extrémit́es fix́eesyi(a) = Ai et yi(b) = Bi, si et
seulement si pour touti ∈ {1, . . . , n}

∂L

∂y′i
(x, y(x), y′(x)) est contin̂ument diff́erentiable et

∂L

∂yi
(x, y(x), y′(x))− d

dx

∂L

∂y′i
(x, y(x), y′(x)) = 0. (5.3)
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Revenons au problème mentionné au début de ce paragrapheet considérons unesurfaceM
dansIR3, donnée par une paramétrisationf : U → IR3 oùU ⊂ IR2 est un ouvert. On suppose que
f soit suffisamment différentiable et quef ′(u) soit de rang2 pour toutu ∈ U . Des exemples sont

f(ϕ, θ) =
(
cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ

)T
(sphère de rayon1) (5.4)

f(ϕ, z) =
(
cosϕ, sinϕ, z

)T
(cylindre) (5.5)

f(ϕ, z) =
(
(1− z) cosϕ, (1− z) sinϕ, z

)T
(cône). (5.6)

Ils sont dessinés dans Fig. 5.1.

Figure 5.1: Surfaces dansIR3 avec des géodésiques

Si β : [a, b] → U est une fonction différentiable avecβ ′(t) 6= 0 pour toutt ∈ [a, b], alors
γ(t) := f(β(t)) représente unecourbesur la surfaceM. La longueur de cette courbe est donnée
par ∫

ds =
∫ b

a
‖γ′(t)‖ dt =

∫ b

a
‖(f ◦ β)′(t)‖ dt, (5.7)

car ds ≈ ‖γ(t + dt) − γ(t)‖ ≈ ‖γ′(t)‖ dt. Comme(f ◦ β)′(t) = f ′(β(t))β ′(t), nous avons
‖(f ◦ β)′(t)‖2 = β ′(t)Tf ′(β(t))Tf ′(β(t))β ′(t), et l’intégrale (5.7) devient

∫ b

a

√
L(β(t), β ′(t)) dt avec L(β, β ′) =

2∑

i,j=1

gij(β)β ′
iβ

′
j , (5.8)

où β1(t), β2(t) sont les deux composantes deβ(t), et lesgij(u) sont les éléments de la matrice
G(u) := f ′(u)Tf ′(u), c.-à-d.,

gij(u) =
3∑

k=1

∂fk

∂ui
(u) · ∂fk

∂uj
(u). (5.9)

Problème Pour une surfaceM donnée, calculer les courbes surM ayant des extrémités fixées
et une longueur minimale. Il s’agit alors de minimiser l’intégrale (5.8). Les extrémales de ce
problème variationnel s’appellentgéod́esiquesde la surface.

Ce problème est un cas particulier de (5.1) et nous pourrions utiliser le Théorème 5.1 pour
calculer les extrémales du problème. Il y a néanmoins uneastuce qui simplifie énormément le
calcul. Tout d’abord, nous remarquons qu’une reparamétrisation de la courbeγ(t) ne change
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pas sa longueur. On peut donc se restreindre à des paramétrisations particulières. Une pos-
sibilité est d’utiliser la transformationt ↔ s définie pars(t) =

∫ t
a ‖γ′(τ)‖ dτ . Elle est bijec-

tive et continûment différentiable. Pour la nouvelle variable, la courbeγ(s) := γ(t(s)) satisfait
‖γ′(s)‖ = ‖γ′(t(s))t′(s)‖ = 1, cars′(t) = ‖γ′(t)‖ et donct′(s) = 1/‖γ′(t(s))‖. On dit alors que
γ(s) est paramétrée par la longueur d’arc.

Théorème 5.2a) Supposons que la courbeγ(s) = f(β(s)) soit de classeC1 et paraḿetrée avec
un param̀etre naturel (c.-̀a-d., ‖γ′(s)‖ = Const 6= 0). Alors, γ est une ǵeod́esique deM, si et
seulement siβ(s) est une extŕemale de

∫ b

a
L(β(s), β ′(s)) ds, (5.10)

oùL(β, β ′) est donńe par (5.8).
b) Toutes les extrémales de (5.10) sont paramétrées avec un param̀etre naturel.

Démonstration.a) Siγ(s) = f(β(s)) est paramétrée avec un paramètre naturel, on a l’indentité
L(β(s), β ′(s)) = ‖(f ◦ β)′(s)‖2 = ‖γ′(s)‖2 = Const et, par conséquent,

∂
√
L

∂βi
(β(s), β ′(s)) − d

ds

(
∂
√
L

∂β ′
i

(β(s), β ′(s))
)

=
∂L
∂βi

(β(s), β ′(s))

2
√
L(β(s), β ′(s))

− d

ds

( ∂L
∂β′

i

(β(s), β ′(s))

2
√
L(β(s), β ′(s))

)

=
1

2
√

Const

(
∂L

∂βi
(β(s), β ′(s))− d

ds

(
∂L

∂β ′
i

(β(s), β ′(s))
))

.

Ceci démontre la partie (a).
b) La fonctionL(β, β ′) est homogène de degré2 enβ ′, c.-à-d.,L(β, σβ ′) = σ2L(β, β ′). La

dérivée par rapport àσ (pourσ = 1) donne l’identité d’Euler
∑2

k=1
∂L
∂β′

k

(β, β ′)β ′
k = 2L(β, β ′). On

a donc

dL(β(s), β ′(s))

ds
=

d

ds

( 2∑

k=1

∂L

∂β ′
k

(β(s), β ′(s))β ′
k(s)− L(β(s), β ′(s))

)

=
2∑

k=1

(
d

ds

( ∂L
∂β ′

k

(β(s), β ′(s))
)
β ′

k(s) +
∂L

∂β ′
k

(β(s), β ′(s))β ′′
k(s)

)

−
2∑

k=1

∂L

∂βk
(β(s), β ′(s))β ′

k(s)−
2∑

k=1

∂L

∂β ′
k

(β(s), β ′(s))β ′′
k(s)

= −
2∑

k=1

(
∂L

∂βk
(β(s), β ′(s))− d

ds

( ∂L
∂β ′

k

(β(s), β ′(s))
))
β ′

k(s) = 0,

etL(β(s), β ′(s)) = ‖γ′(s)‖2 ne dépend pas des pour une extrémaleβ(s) de (5.10).

Exemple 5.3 (Ǵeod́esiques de la sph̀ere) Pour la fonctionf(ϕ, θ) de (5.4), on a

f ′(ϕ, θ) =



− sinϕ sin θ cosϕ cos θ
cosϕ sin θ sinϕ cos θ

0 − sin θ




et doncg11(ϕ, θ) = sin2 θ, g12(ϕ, θ) = g21(ϕ, θ) = 0 et g22(ϕ, θ) = 1. La fonctionL de (5.8)
devient

L(ϕ, θ, ϕ′, θ′) = sin2 θ · ϕ′ 2 + θ′ 2,
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et les équations d’Euler-Lagrange sont

d

ds

(
2 sin2 θ · ϕ′

)
= 0, 2 sin θ cos θ · ϕ′ 2 − d

ds
(2θ′) = 0. (5.11)

La première équation impliquesin2 θ(s) · ϕ′(s) = Const et on obtient

ϕ(b) = ϕ(a) +
∫ b

a

Const

sin2 θ(s)
ds.

En supposant queϕ(a) = ϕ(b) maisθ(a) 6= θ(b) (après une rotation de la sphère ceci est toujours
possible), cette relation implique que la constanteConst doit être nulle, d’oùϕ′(s) = 0 etϕ(s) =
ϕ(a) pour touts. De la deuxième équation de (5.11) on déduit alors queθ(s) = c1 + c2s. Les
géodésiques de la sphère sont donc les cercles de rayon1 avec pour centre l’origine de la sphère
(grands cercles).

Exemple 5.4 (Ǵeod́esiques du cylindre) Pour la paramétrisation (5.5) on obtient le Lagrangien
L(ϕ, z, ϕ′, z′) = ϕ′ 2 + z′ 2 et les équations d’Euler-Lagrange impliquentϕ′′(s) = 0 et z′′(s) = 0.
Les géodésiques du cylindre sont les images de droites sous l’application (5.5). Autrement dit, si
l’on déroule le cylindre, les géodésiques deviennent des droites.

Considérons encore des surfaces de révolutionf(ϕ, z) =
(
ρ(z) cosϕ, ρ(z) sinϕ, z

)T
. La

dérivée def est

f ′(ϕ, z) =



−ρ(z) sinϕ ρ′(z) cosϕ
ρ(z) cosϕ ρ′(z) sinϕ

0 1


 ,

et pour le Lagrangien (5.8) nous trouvons

L(ϕ, z, ϕ′, z′) = ρ(z)2ϕ′ 2 + (1 + ρ′(z)2)z′ 2. (5.12)

Théorème 5.5 (Clairaut) Pour une ǵeod́esique(ϕ(s), z(s)) sur une sur-
face de ŕevolutionf(ϕ, z) = (ρ(z) cosϕ, ρ(z) sinϕ, z)T on a

ρ(z(s)) · cosψ(s) = Const ,

où ψ(s) est l’angle au pointγ(s) entreγ′(s) (direction de la courbe) et le
cercle horizontal de la surface.

ψψ

Démonstration.L’équation d’Euler-Lagrange pourL de (5.12) donned
ds

(2ρ(z(s))2ϕ′(s)) = 0,
d’où ρ(z(s))2ϕ′(s) = Const . On en déduit que

cosψ(s) =
〈γ′(s), (− sinϕ(s), cosϕ(s), 0)T 〉

‖γ′(s)‖ =
ρ(z(s))ϕ′(s)

C
=

Const

ρ(z(s))
,

car γ′(s) = f ′(ϕ(s), z(s))(ϕ′(s), z′(s))T et ‖γ′(s)‖ = C par le Théorème 5.2, partie (b).
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II.6 Exercices
1. Soitf : IRn → IR deux fois différentiable ena ∈ IRn. Démontrer que la condition du Théorème 1.4

f ′′(a)(h, h) ≥ γ‖h‖2 pour tout h ∈ IRn ,

avecγ > 0 est équivalente àf ′′(a)(h, h) > 0 pour tout h 6= 0.

2. SoitE := {f : [1,∞) → IR ; f continue et bornee } avec pour norme‖f‖∞ = supt∈[1,∞) |f(t)|.
On considère l’applicationF : E → IR donnée par

F (f) =

∫ ∞

1

f2(t)

t4
dt−

∫ ∞

1

f3(t)

t2
dt .

Démontrer que
(a) F ′(0) = 0 etF ′′(0)(h, h) > 0 pourh 6= 0.
(b) 0 ∈ E n’est pas un minimum relatif deF .

3. Montrer que la valeur maximale de l’expression

ax2 + 2bxy + cy2

ex2 + 2fxy + gy2

est la plus grande racine de(eg − f2)λ2 − (ag − 2bf + ec)λ + (ac− b2) = 0.

4. Considérons la fonction

f(x1, x2, x3) = αx2
1e

x2 + x2
2e

x3 + x2
3e

x1 .

Démontrer que l’origine est un point critique. Pour quellevaleur deα ∈ IR, l’origine est-elle un
extremum def?

5. Soitm < n et A une matricem × n de rangm. Parmi toutes les solutions deAx = b trouver
à l’aide de multiplicateurs de Lagrange la solution pour laquelle ‖x‖2 est minimale. Donner une
interprétation géométrique du résultat.

6. SoitE = C([0, 1]) et soitF : E → IR donnée parF (y) = 2y(0)3 − 3y(0)2 . Démontrer les
affirmations suivantes:

(a) y0(x) ≡ 1 est un minimum relatif deF , si l’on munitE de la norme
‖y‖∞ = maxx∈[0,1] |y(x)|.

(b) y0(x) ≡ 1 n’est pas un minimum relatif deF , si l’on munitE de la norme
‖y‖1 =

∫ 1
0 dx |y(x)|.

7. Calculer géométriquement le minimum def |M où f(x1, x2) = x2
1 + x2

2 , et

M = {(x1, x2) ; g(x1, x2) = 0} avec g(x1, x2) = x2
2 − (x1 − 1)3 .

Montrer que le système
f ′(x)− λg′(x) = 0, g(x) = 0

ne possède pas de solution. Expliquer pourquoi.

8. Calculer la valeur maximale de

xayczc (a, b, c, x, y, z > 0)

sujette à la conditionxk + yk + zk = 1, (k > 0) . En déduire l’inégalité
(
u

a

)a (v
b

)b (w
c

)c

≤
(
u+ v + w

a+ b+ c

)a+b+c

.

9. (Condition nécessaire). SoitE un espace vectoriel normé, etU ⊂ E un ouvert. Soientf : U → IR,
g : U → IRm deux fois différentiables ena ∈ M, oùM = {x ∈ U ; g(x) = 0} et soitg′(a)
surjective. Montrer l’affirmation suivante: Sif |M possède un minimum relatif ena, alors il existe
λ1, · · · , λm tels que

f ′(a)−
m∑

i=1

λig
′
i(a) = 0 et

(
f ′′(a)−

m∑

i=1

λig
′′
i (a)

)
(h, h) ≥ 0

pour tout lesh tels queg′(a)h = 0.
Indication. Appliquer le Théorème 1.3 à la situation de la démonstration du Théorème 2.2.



Maxima et minima relatifs et calcul de variations 47

10. Calculer les extrema relatifs def(x, y, z) = x2 + y2 + z2 surM où

M =

{
(x, y, z) ;

x2

4
+
y2

9
+
z2

25
= 1 et z = x+ y

}
.

Vérifier les conditions suffisantes pour un extremum.

11. Calculer l’aire de révolution pour la fonction

y(x) =
1

coshλ
cosh(x cosh λ+ λ)

et pour0 ≤ x ≤ b. Avec b = 1.148 comparer les valeurs obtenues pourλ = −2.1 etλ = 0 et celle
de la solution de Goldschmidt (voir la Fig. 3.1).
Résultats nuḿeriques. 13.22, 11.33 et 12.55.

12. Considérer le problème de la brachystochrone (Exemple 3.6) avec les valeursb = 1 etB = 1 (et
utiliser la normalisation2g = 1).

(a) Calculer le tempsT1(y) pour la droitey(x) = x.
(b) Démontrer que pour le cercley(x) =

√
1− (x− 1)2 on obtient

T2(y) =

∫ π/2

0
(sin θ)−1/2 dθ ,

(la solution proposée par Galilée). Démontrer queT2(y) < T1(y) (utiliser une table d’intégrales
si nécessaire).

(c) Calculer le tempsT3(y) pour la cycloı̈de (en utilisant les valeursC = 1.1458 et ϕend =
2.4120 ).
Résultats nuḿeriques. 2.8284, 2.6221, 2.5819.

13. Pour le problème de minimisation de

T (y) =

∫ b

a

(
2xy + (x2 + 3y2)y′

)
dx

montrer que l’équation d’Euler-Lagrange s’annule identiquement. Trouver une fonctionf(x, y) telle
que L(x, y, y′)dx = df(x, y) et montrer que l’intégraleT (y) ne dépend que dey(a) et y(b), mais
pas de la forme dey(x).

14. Déterminer les extrémales des problèmes suivants

T1(y) =

∫ b

a

(
2xy(x)− y2(x) + 3y2(x)y′(x)

)
dx

T2(y) =

∫ b

a
x
√

1 + y′(x)2 dx

15. Déterminer les extrémales des problèmes suivants

T (y) =

∫ 1

0
(y′(x)2 + 12xy(x)) dx avec y(0) = 2, y(1) = 3,

T (y) =

∫ 2

1
y′(x)(1 + x2y′(x)) dx avec y(1) = 3, y(2) = 2.

16. Trouverϕ : [a, b]→ IR, ϕ > 0 avecϕ(a) = c, ϕ(b) = d et c, d > 0 qui minimise
∫ b

a

√
1 + (ϕ′)2(x)
ϕ(x)

dx .

Remarque.Cette intégrale représente la longueur hyperbolique d’une courbeΓ dans le demi-plan de
PoincaréH = {z ∈ lC ; ℑ(z) > 0} paramétrisée par(t, ϕ(t)).

17. Déterminer la fonctionϕ 7→ ρ(ϕ) extrémale du problème de minimisation de
∫ β

α

√

ρ2 + (
dρ

dϕ
)2 dϕ

avecρ(α) = r etρ(β) = R. Interpréter géométriquement le problème et sa solution. Même question
pour la fonctionρ 7→ ϕ(ρ) et ∫ R

r

√

1 + ρ2(
dϕ

dρ
)2 dρ

et les conditionsϕ(r) = α etϕ(R) = β.
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18. La figure ci-dessous a été copiée d’un livre publié en1996. Les courbes dessinées peuvent-elle être
des géodésiques?

19. Leprincipe de Hamiltondit que ∫
Ldt → min

oùL = T − U , T est l’énergie cinétique etU est l’énergie potentielle.
(a) Pour le pendule simple, considérons l’angleα comme la coordonnée

généralisée. L’énergie cinétique estT = m
2 (ẋ2 + ẏ2) = m

2 ℓ
2α̇2 et

l’énergie potentielle estU = mgy = −mgℓ cosα (carx = ℓ sinα et
y = −ℓ cosα). Déterminer les équations d’Euler-Lagrange. m

ℓ
α

(b) Déterminer les équations du mouvement du pendule sph´erique de longueur
l. En utilisant les coordonnées sphériques

x = l cosϕ sin θ , y = l sinϕ sin θ , z = l cos θ ,

le résultat est donné par

θ′′ =
g

l
sin θ + sin θ cos θ(ϕ′)2

sin θϕ′′ = −2 cos θθ′ϕ′ (6.1)

Indication.T = m(x′2 + y′2 + z′2)/2, U = mgz.

20. On considère le problème
∫ b

a
L(x, y(x), y′(x), y′′(x)) dx → min ,

où y(a) = A0, y′(a) = A1, y(b) = B0 andy′(b) = B1. Montrer que siL(x, y, y′, y′′) et y(x) sont
suffisamment différentiables, alors une condition suffisante pour un extremum est

∂L

∂y
(x, y(x), y′(x), y′′(x)) − d

dx

∂L

∂y′
(x, y(x), y′(x), y′′(x)) +

d2

dx2

∂L

∂y′′
(x, y(x), y′(x), y′′(x)) = 0 .

(6.2)
L’équation (6.2) s’appelle équation d’Euler-Poisson.

21. Résoudre le problème ∫ l

−l

(
η

2
y′′(x)2 + ρy(x)

)
dx → min .

avecy(−l) = 0, y′(−l) = 0, y(l) = 0 andy′(l) = 0 etη etρ sont des constantes.



Chapter III

Equations différentielles ordinaires

Dans de nombreuses applications, la dynamique d’un système peut être modélisée par des équations
différentielles ordinaires. Par exemple, en mécanique (en utilisant la loi de Newton), en astronomie
(le mouvement des planètes ou l’étude des galaxies), en dynamique moléculaire (le comportement
des atomes), en chimie (des réactions chimiques), en électronique (circuits intégrés), en biologie
(le développement de populations), etc. Au Chapitre II surle calcul variationnel nous étions aussi
confrontés aux équations différentielles ordinaires (les équations d’Euler-Lagrange).

Dans quelques cas très rares on arrive à trouver la solution sous forme analytique (voir [HW95,
II.7, II.8]). Mais, en général, on est obligé d’utiliserdes méthodes numériques pour obtenir les
solutions (voir le cours “Analyse Numérique”). Dans ce chapitre, nous allons traiter surtout des
propriétés théoriques de solutions des équations différentielles ordinaires. En particulier, nous
étudierons l’existence et l’unicité de solutions, leur sensibilité par rapport à des perturbations et
leur comportement sur des longs intervalles (stabilité).

III.1 Terminologie et quelques exemples

Uneéquation diff́erentielle ordinaireest donnée par une relation de la forme

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(m)

)
= 0, (1.1)

oùx ∈ IR ety, y′, . . . , y(m) ∈ IRn. La fonctionF est définie dans un ouvert deIR× IRn(m+1). On
dit que l’équation différentielle est del’ordre m, sim est la dérivée maximale qui apparaı̂t dans
l’équation. Une fonctiony : I → IRn (où I est un intervalle dansIR) est unesolutionde (1.1), si
elle est de classeCm et si

F
(
x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(m)(x)

)
= 0 pour tout x ∈ I.

Exemple 1.1 (Clairaut 1734)Considérons l’équation différentielle

y − xy′ + f(y′) = 0. (1.2)

Elle est donnée sous formeimplicite, c.-à-d., par une équation non linéaire eny′. On vérifie sans
problème que les droitesy(x) = Cx − f(C) sont des solutions (voir Fig. 1.1 pour les cas où
f(t) = 5(t3 − t)/2 (gauche) etf(t) = t2 + t (droite)). L’enveloppe de cette famille de droites est
également une solution (voir Exercice 4). Si l’on fixe un point (x0, y0) dansIR2, on voit que dans
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Figure 1.1: Solutions de l’équation de Clairaut (Exemple 1.1)1

un certain domaine il y a plusieurs solutions qui passent parle même(x0, y0), alors que dans une
autre partie il y a une seule solution ou pas de solution du tout. L’explication de ce fait est que,
pour(x, y) fixé, l’équation (1.2) admet trois, deux, une ou pas de solution poury′.

Pour une équation différentielle de la forme (1.1) il est en général très difficile d’obtenir des
résultats sur l’existence ou l’unicité de solutions (comme on a vu dans l’Exemple 1.1). Nous allons
donc nous restreindre à la situation où l’équation (1.1)peut être résolue par rapport à la dérivée
maximaley(m). Nous écrivons alors

y(m) = g
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(m−1)

)
. (1.3)

Une telle équation différentielle est diteexplicite. Si l’on introduit des nouvelles variables pour les
dérivées dans l’expression de droite de (1.3), par exemple y1 := y, y2 := y′, . . . , ym := y(m−1),
nous obtenons le système équivalent

y′1 = y2

. . .
y′m−1 = ym

y′m = g(x, y1, . . . , ym)

(1.4)

qui représente une équation différentielle d’ordre1 pour le super-vecteur(y1, . . . , ym)T (observons
que lesyi sont en général aussi des vecteurs). En notant ce super-vecteur de nouveau pary et
l’expression de droite parf(x, y), le système (1.4) devient simplementy′ = f(x, y). Pour étudier
des équations différentielles explicites il suffit alorsde considérer le casm = 1 dans (1.3).

Exemple 1.2 (pŕedateur et proie) L’expansion de deux populations (par exemple,y(t) pour le
nombre de lièvres etz(t) pour le nombre de lynx) peut être modélisée par les équations de Volterra-
Lotka

y′ = y(α− βz), z′ = z(γy − δ), (1.5)

oùα, β, γ, δ sont des constantes données. Ceci implique que la populationy croı̂t siz est plus petit
qu’une certaine valeur de seuil (α/β) alors que sinon elle décroı̂t. Pour l’autre population, c’est le

1Le dessin de gauche de la Fig. 1.1 a été pris du livre [HNW93].



Equations diff́erentielles ordinaires 51

1 2 3 4

1

2

3

yy

zz

1 2 3−3 −2 −1

1

2

−2

−1

yy

zz

Figure 1.2: Equations de Volterra-Lotka et de van der Pol

contraire. Pour étudier les solutions, divisons les deux ´equations et considéronsy comme fonction
dez (ouz comme fonction dey). On obtient ainsi (par séparation de variables)

dy

dz
=
y(α− βz)
z(γy − δ) ou

(γy − δ)
y

dy =
(α− βz)

z
dz.

Une intégration de la dernière équation donne

γ y − δ ln y = α ln z − β z + Const . (1.6)

Dans la Fig. 1.2 (gauche) sont dessinées des courbes de niveaux de la fonction (1.6) pourα =
1, β = 1, γ = 1, δ = 2. Chaque solution(y(t), z(t)) reste sur une courbe de niveau pour tout
t ∈ IR. Ceci suggère que les solutions de (1.5) sont périodiques.

Exemple 1.3 (van der Pol)L’équation van der Pol

y′′ = ε(1− y2)y′ − y, ε = 0.4 (1.7)

est une perturbation de l’oscillateur harmoniquey′′ + y = 0, qui possède comme solutiony(t) =
A cos(t − ϕ), z(t) = y′(t) = −A sin(t − ϕ) (cercles). Les solutions de (1.7) dans le plan(y, z)
sont dessinées dans la Fig. 1.2 (droite). On observe que toutes les solutions s’approchent d’une
solution périodique qui est une déformation du cercle de rayon2.

Dans les deux derniers exemples on constate que les courbes de solutions dans l’espace(y, z)
ne s’intersectent jamais. Ceci signifie qu’il n’y a pas plusieurs solutions différentes passant par le
même point. Notre premier but dans ce chapitre est d’étudier des conditions suffisantes pour qu’un
problème

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (1.8)

possède une solution unique. On appellex0 ety0 valeurs initiales, et le problème (1.8) avec valeurs
initiales données s’appelle unproblème de Cauchyou unproblème aux valeurs initiales.
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III.2 Existence et unicité du problème de Cauchy

Considérons le problème de Cauchy

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (2.1)

où f : U → IRn (avecU ⊂ IR × IRn ouvert) est une fonction continue. En intégrant l’équation
différentielle entrex0 etx on obtientl’ équation int́egrale

y(x) = y0 +
∫ x

x0

f(t, y(t)) dt. (2.2)

Chaque solution de (2.1) est donc solution de (2.2). Le contraire est vrai aussi. Si une fonction
continuey(x) vérifie (2.2) sur un intervalleI, alors elle est automatiquement de classeC1 et elle
vérifie (2.1).

It ération de Picard-Lindelöf L’équation (2.2) peut être considérée comme un problème à point
fixe dansC(I). L’idée est d’appliquer la méthode des approximations successives (voir I.6). Elle
s’écrit sous la forme

y0(x) = y0 (ou une fonction arbitraire)

yk+1(x) = y0 +
∫ x

x0

f(t, yk(t)) dt.
(2.3)

1 2 3 4
0

1
y0(x)

y1(x)

y2(x)

y3(x)

y4(x)

Figure 2.1: Itération de Picard-Lindelöf pour le problème de l’Exemple 2.1

Exemple 2.1 Considérons le problème

y′ = −y2, y(0) = 1

avec comme solution exactey(x) = 1/(1 + x). Les premières approximations obtenues par
l’itération de Picard-Lindelöf sonty0(x) = 1, y1(x) = 1 − x et y2(x) = 1 − x + x2 − x3/3
(voir la Fig. 2.1). On observe une convergence rapide vers lasolution exacte dans l’intervalle
[0, 3.75]. Pourx trop grand, l’itération diverge.

Lemme 2.2 SoitA = {(x, y) ∈ IR× IRn ; |x−x0| ≤ a, ‖y− y0‖ ≤ b}, f : A→ IRn une fonction
continue etM = max(x,y)∈A ‖f(x, y)‖. Pourα := min(a, b/M), l’opérateur

(Ty)(x) := y0 +
∫ x

x0

f(t, y(t)) dt (2.4)

est bien d́efini surB := {y : [x0−α, x0 +α]→ IRn ; y continue et‖y(x)−y0‖ ≤ b} et il satisfait
T (B) ⊂ B.

Démonstration.L’affirmation est une conséquence de

‖(Ty)(x)− y0‖ =
∥∥∥
∫ x

x0

f(t, y(t))dt
∥∥∥ ≤

∫ x

x0

‖f(t, y(t))‖ dt ≤M |x− x0| ≤Mα ≤ b.
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On dit qu’une fonctionf : A → IRn (avecA comme dans le lemme précédent) satisfait une
condition de Lipschitzsi

‖f(x, y)− f(x, z)‖ ≤ L ‖y − z‖ pour (x, y), (x, z) ∈ A. (2.5)

La constanteL s’appelleconstante de Lipschitz. Remarquons que la condition (2.5) n’est pas
une conséquence de la continuité def(x, y). Par exemple, la fonction

√
|y| est continue sans

vérifier (2.5). D’autre part, chaque fonction de classeC1 vérifie (2.5). Ceci est une conséquence
du théorème des accroissements finis (voir I.5).

Si f(x, y) satisfait une condition de Lipschitz et siαL < 1, l’opérateurT de (2.4) est une
contraction surB (notation comme dans le Lemme 2.2). Dans cette situation on peut appliquer
le Théorème du point fixe de Banach (voir I.6) pour conclurequeTy = y possède une solution
unique dansB. Nous allons démontrer l’existence et l’unicité d’une solution sans cette condition
supplémentaire surα.

Théorème 2.3 (existence et unicité du problème de Cauchy)Consid́erons l’ensembleA =
{(x, y) ∈ IR× IRn ; |x− x0| ≤ a, ‖y − y0‖ ≤ b} et supposons quef : A→ IRn

• soit continue,

• satisfasse une condition de Lipschitz.

Alors, le probl̀eme de Cauchyy′ = f(x, y), y(x0) = y0 poss̀ede une solution unique surI =
[x0 − α, x0 + α], oùα = min(a, b/M) etM = max(x,y)∈A ‖f(x, y)‖.

Démonstration. Existence.L’idée est de démontrer que l’itération de Picard-Lindelöf converge
uniformément surI vers une solution du problème de Cauchy. Dans une premièrepartie nous
allons démontrer que

‖yk+1(x)− yk(x)‖ ≤MLk |x− x0|k+1

(k + 1)!
pour |x− x0| ≤ α. (2.6)

Pourk = 0 avec poury0(x) = y0, cette estimation suit de‖∫ x
x0
f(t, y(t)) dt‖ ≤ M |x − x0|.

Supposons qu’elle soit vraie pourk − 1. Alors, on a pourx0 ≤ x ≤ x0 + α que

‖yk+1(x)− yk(x)‖ ≤
∫ x

x0

‖f(t, yk(t))− f(t, yk−1(t))‖ dt ≤ L
∫ x

x0

‖yk(t)− yk−1(t)‖ dt

≤ MLk
∫ x

x0

|t− x0|k
k!

dt = MLk |x− x0|k+1

(k + 1)!

(la démonstration pourx0 − α ≤ x ≤ x0 est analogue).
De l’estimation (2.6) nous déduisons que{yk(x)} est une suite de Cauchy pour la norme

‖y‖∞ = maxx∈I ‖y(x)‖. En effet,

‖yk+m(x)− yk(x)‖ ≤ ‖yk+m(x)− yk+m−1(x)‖ + . . .+ ‖yk+1(x)− yk(x)‖

≤ M

L

(
(L|x− x0|)k+m

(k +m)!
+ . . .+

(L|x− x0|)k+1

(k + 1)!

)
≤ M

L

∑

j≥k+1

(Lα)j

j!
,

ce qui est borné par le reste d’une série convergente. Donc, cette expression est plus petite que
ε si k est suffisamment grand. Comme l’espace des fonctions continues avec la norme‖y‖∞ est
complet, la suite{yk(x)} converge vers une fonction continuey : I → IRn.
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Pour démontrer que cette fonctiony(x) est une solution du problème de Cauchy, nous passons à
la limite k →∞ dans (2.3). Comme{yk(x)} converge uniformément etf(x, y) est uniformément
continue sur le compactA, la suite{f(x, yk(x))} converge uniformément versf(x, y(x)). On peut
donc échanger la limite avec l’intégration dans (2.3) et on voit quey(x) est solution de l’équation
intégrale (2.2).

Unicité. Supposons quey(x) et z(x) soient deux solutions surI. Ceci implique quey(x) −
z(x) =

∫ x
x0

(f(t, y(t)) − f(t, z(t))) dt. On en déduit que‖y(x) − z(x)‖ ≤ 2M |x − x0|. Comme
dans la première partie de la démonstration nous trouvonspar récurrence que pour toutk ≥ 0

‖y(x)− z(x)‖ ≤ 2MLk |x− x0|k+1

(k + 1)!
≤ 2M

L

(Lα)k+1

(k + 1)!
.

La limite k →∞ montre que‖y(x)− z(x)‖ = 0 pour toutx ∈ I.

III.3 Th éorème de Peano

Montrons d’abord par un exemple qu’on ne peut pas omettre l’hypothèse sur la condition de Lips-
chitz pour conclure l’existence et l’unicité d’une solution du problème de Cauchy.

Exemple 3.1 Considérons l’équation différentielle

y′ = 2
√
|y|.

On vérifie quey(x) ≡ 0 ainsi quey(x) = (x− c)2 pour
x ≥ c et y(x) = −(c − x)2 pourx ≤ c sont des solu-
tions. Le problème de Cauchy avec pour valeur initiale
y(0) = 0 possède donc une infinité de solutions (voir

le dessin). Observons quef(x, y) = 2
√
|y| ne satisfait

pas une condition de Lipschitz et que le Théorème 2.3
ne peut donc pas être appliqué.

1 2 3−3 −2 −1

1

−1

Le but de ce paragraphe est de démontrer l’existence (mais pas l’unicité) d’une solution de (2.1)
sans utiliser une condition de Lipschitz. Dans cette situation l’itération de Picard-Lindelöf n’est
pas utile comme le démontre l’Exercice 10. Nous considérons donc une autre suite de fonctions
approchant une solution du problème de Cauchy.

Polygones d’Euler (Euler 1768) L’idée est d’approximer la solution localement par sa tangente
y(x+h) ≈ y(x)+hf(x, y(x)) . Pour unh > 0 donné, nous considérons alors la suite{xn, yn}n≥0

donnée par
yn+1 = yn + hf(xn, yn), xn+1 = xn + h,

et nous notons paryh(x) la fonction linéaire par morceaux qui passe par les points(xn, yn). Ces
polygones sont dessinés pour le problèmey′ = −y2, y(0) = 1 et pourh = 1, 1/2, . . . dans la
Fig. 3.1.

Lemme 3.2 SoitA = {(x, y) ∈ IR× IRn ; |x−x0| ≤ a, ‖y− y0‖ ≤ b}, f : A→ IRn une fonction
continue,M = max(x,y)∈A ‖f(x, y)‖ et α := min(a, b/M). Pour h = α/N (avecN ∈ IN), le
polygone d’Euler satisfait(x, yh(x)) ∈ A pourx ∈ [x0, x0 + α] et on a l’estimation

‖yh(x)− yh(x̄)‖ ≤M |x− x̄| pour x, x̄ ∈ [x0, x0 + α]. (3.1)
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h = 1 h = 1/2

Figure 3.1: Polygones d’Euler poury′ = −y2, y(0) = 1 avec solution exactey(x) = 1/(1 + x)

Démonstration.Par récurrence on voit que(xn, yn) ∈ A pourn = 0, 1, . . . , N . En effet, on a
‖yn+1 − yn‖ ≤ hM et ‖yn+1 − y0‖ ≤ (n + 1)hM ≤ αM ≤ b si n + 1 ≤ N . Ceci implique
que(x, yh(x)) ∈ A pour toutx ∈ [x0, x0 + α]. L’estimation (3.1) est une conséquence du fait que
yh(x) est linéaire par morceaux et que la pente est partout bornée parM .

Définition 3.3 Une famille de fonctionsfj : I → IRn (oùI est un intervalle) s’appelléequicontinue,
si pour toutε > 0 il existe unδ > 0 tel que

∀j ∀x, x̄
(
|x− x̄| < δ =⇒ ‖fj(x)− fj(x̄)‖ < ε

)
.

Il est important queδ ne dépend que deε et non dej.

Théorème 3.4 (Arzel̀a-Ascoli 1895) Soitfj : [a, b]→ IRn une famille de fonctions satisfaisant

• {fj(x)} estéquicontinue,

• pour toutx ∈ [a, b] il existe unM(x) ∈ IR tel que‖fj(x)‖ ≤M(x) pour toutj.

Alors, la famille{fj(x)} poss̀ede une sous-suite{gn(x)}n≥1 qui converge uniforḿement vers une
fonction continueg : [a, b]→ IRn.

Démonstration. Construction de la sous-suite.L’ensemble lQ ∩ [a, b] est dénombrable et dense
dans[a, b]. Il peut donc être écrit commelQ ∩ [a, b] = {x1, x2, x3, . . .}. La famille{fj(x1)} est
bornée dansIRn et, par le théorème de Bolzano-Weierstrass, possède unesous-suite convergente.
Notons-la par{f1i(x1)}i≥1. Donc

f11(x), f12(x), f13(x), . . . converge pourx1.

Considérons maintenant la suite{f1i(x2)}i≥1. De nouveau, par le théorème de Bolzano-Weier-
strass, cette suite possède une sous-suite convergente eton trouve une suite telle quef21(x), f22(x),
f23(x), . . . converge pourx1 et pourx2. Aprèsn étapes on trouve une sous-suite{fni(x)}i≥1 de
{fj(x)} telle que

fn1(x), fn2(x), fn3(x), . . . converge pourx1, x2, . . . , xn.

L’idée est de considérer la “suite diagonale”gn(x) := fnn(x). Cette suite converge pour tout
xℓ ∈ lQ ∩ [a, b], car{gn(xℓ)}n≥ℓ est une sous-suite de{fℓn(xℓ)}n≥ℓ, qui converge.
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Convergence uniforme.Pour unε > 0 donné, il existe unδ > 0 tel que pour toutn ≥ 1

|x− x̄| < δ =⇒ ‖gn(x)− gn(x̄)‖ < ε. (3.2)

Choisissons un nombre fini de pointsx1, x2, . . . , xq−1 ∈ lQ ∩ [a, b] satisfaisanta = x0 < x1 <
. . . < xq−1 < xq = b et xi+1 − xi < δ. Pour unx ∈ [a, b], notons parℓ l’indice tel que
x ∈ [xℓ, xℓ+1]. Utilisons l’inégalité du triangle:

‖gn(x)− gm(x)‖ ≤ ‖gn(x)− gn(xℓ)‖+ ‖gn(xℓ)− gm(xℓ)‖+ ‖gm(xℓ)− gm(x)‖.

Par (3.2) on a que‖gn(x) − gn(xℓ)‖ + ‖gm(xℓ) − gm(x)‖ < 2ε. Comme{gn(xℓ)}n≥1 est une
suite convergente, il existe un entierNℓ tel que‖gn(xℓ) − gm(xℓ)‖ < ε pour toutn,m ≥ Nℓ. En
prenantN := max{Nℓ ; ℓ = 0, 1, . . . , q}, on obtient alors‖gn(x)− gm(x)‖ < 3ε pourn,m ≥ N .
CommeN ne dépend pas dex, la convergence uniforme de{gn(x)}n≥1 sur[a, b] est démontrée. La
continuité de la fonction limite suit alors d’un résultatdu cours “Analyse I” (voir [HW95, III.4]).

Théorème 3.5 (Peano 1890)Consid́erons l’ensembleA = {(x, y) ∈ IR×IRn ; |x−x0| ≤ a, ‖y−
y0‖ ≤ b} et supposons quef : A → IRn soit continue, que‖f(x, y)‖ ≤ M sur A et que
α = min(a, b/M). Alors, le probl̀eme de Cauchyy′ = f(x, y), y(x0) = y0 poss̀ede au moins
une solution sur[x0 − α, x0 + α].

Démonstration.Nous considérons les polygones d’Euleryh(x) pour h = α/N avecN ∈ IN .
Cette suite est bornée (‖yh(x) − y0‖ ≤ M |x − x0| ≤ Mα) et équicontinue (Lemme 3.2). Par le
Théorème de Arzelà-Ascoli, la famille{yh(x)} possède une sous-suite qui converge uniformément
vers une fonction continuey : [x0, x0 +α]→ IRn. Il reste à démontrer quey(x) est une solution du
problème de Cauchy. L’existence d’une solution sur[x0−α, x0] se démontre de la même manière.

Pour unx ∈ [x0, x0 + α] donné, notons parℓ = ℓ(h) l’indice tel quex ∈ [xℓ, xℓ+1] où
xℓ = x0 + ℓh. La valeur deyh(x) peut donc être écrite comme

yh(x)− y0 = hf(x0, y0) + . . .+ hf(xℓ−1, yℓ−1) + (x− xℓ)f(xℓ, yℓ) (3.3)

où (xj , yj) sont les approximations obtenues par la méthode d’Euler. Commef(t, y(t)) est con-
tinue et donc intégrable au sens de Riemann, on a que

∫ x

x0

f(t, y(t)) dt = hf(x0, y(x0)) + . . .+ hf(xℓ−1, y(xℓ−1)) + (x− xℓ)f(xℓ, y(xℓ)) + r(h) (3.4)

avecr(h) → 0 pour h → 0. La continuité uniforme def surA et la convergence uniforme
de la sous-suite de{yh(x)} vers y(x) impliquent que‖f(x, yh(x)) − f(x, y(x))‖ < ε pour h
suffisamment petit (évidemment seulement pour lesh tels queyh(x) appartienne à la sous-suite).
En utilisantyh(xj) = yj, la différence de (3.3) et (3.4) donne l’estimation

∥∥∥yh(x)− y0 −
∫ x

x0

f(t, y(t)) dt
∥∥∥ ≤ |x− x0| ε+ ‖r(h)‖ ≤ αε+ ‖r(h)‖,

ce qui devient arbitrairement petit pourh→ 0. La fonction continuey(x) satisfait donc l’équation
intégrale (2.2), et elle est une solution du problème de Cauchy.
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III.4 Prolongement des solutions et existence globale

Même si la fonctionf(x, y) est de classeC1 partout dansIR × IRn, on n’a pas la garantie que la
solution du problème de Cauchyy′ = f(x, y), y(x0) = y0 existe pour toutx ∈ IR. Par exemple,
le problèmey′ = 1 + y2 possèdey(x) = tan(x − c) comme solution et cette solution ne peut pas
être prolongée à un intervalle plus grand que(c− π/2, c+ π/2), cary(x)→ ±∞ si x→ c±π/2.

Nous allons démontrer que, pour un problème oùf(x, y) est de classeC1 sur IR × IRn, on a
seulement deux possibilités: soit la solution existe sur[x0,∞), soit elle tend vers l’infini en temps
fini, c.-à-d., elle existe sur[x0, ω+) avecω+ < ∞ et on a que‖y(x)‖ → ∞ si x → ω+. On a des
affirmations analogues pourx < x0.

Définition 4.1 Une fonctionf : U → IRn (oùU est un ouvert deIR×IRn) satisfaitlocalement une
condition de Lipschitz, si pour tout(x0, y0) ∈ U il existe un voisinageV ⊂ U tel quef satisfait
une condition de Lipschitz surV (voir (2.5)).

Si la fonctionf : U → IRn est de classeC1, elle satisfait localement une condition de Lipschitz.
Ceci est une conséquence immédiate du théorème des accroissements finis.

Lemme 4.2 SoitU ⊂ IR × IRn un ouvert et supposons quef : U → IRn soit continue et qu’elle
satisfasse localement une condition de Lipschitz. Alors, pour tout (x0, y0) ∈ U il existe un inter-
valle ouvertImax = (ω−, ω+) avec−∞ ≤ ω− < x0 < ω+ ≤ ∞ ayant les propríet́es suivantes:

• le probl̀emey′ = f(x, y), y(x0) = y0 poss̀ede une solution unique surImax,

• si z : I → IRn est une solution dey′ = f(x, y), y(x0) = y0, alorsI ⊂ Imax et z = y|I .

Démonstration.a) Soienty : I → IRn et z : J → IRn deux solutions dey′ = f(x, y), y(x0) = y0

sur des intervallesI et J contenantx0. Alors, on ay(x) = z(x) sur I ∩ J . Pour le démontrer,
supposons (par l’absurde) qu’il existe unx̄ ∈ I ∩ J tel quey(x̄) 6= z(x̄) et considérons le premier
point où les deux solutions se séparent. Le Théorème 2.3montre qu’un tel point ne peut pas exister.

b) Définissons l’intervalle

Imax :=
⋃ {

I

∣∣∣∣
I est un intervalle ouvert,x0 ∈ I et
y′ = f(x, y), y(x0) = y0 possède une solution surI

}
. (4.1)

Cet intervalle est ouvert, car il est l’union d’intervallesouverts. Nous définissons maintenant
y : Imax → IRn de la manière suivante: chaquex ∈ Imax est contenu dans un intervalleI où le
problème de Cauchy possède une solution. On peut donc définir y(x) comme la valeur de cette
solution. La partie (a) montre que la fonctiony(x) est bien définie surImax et quey(x) est une
solution du problème de Cauchy. L’unicité de la solution est une conséquence du Théorème 2.3.

Pour l’exempley′ = 1 + y2 du début de ce paragraphe, nous avonsImax = Imax(x0, y0) =
(c− π/2, c+ π/2) où c = x0 − arctan y0.

Théorème 4.3Supposons que la fonctionf : U → IRn (U un ouvert deIR × IRn) soit continue
et qu’elle satisfasse localement une condition de Lipschitz surU . Alors, chaque solution dey′ =
f(x, y) poss̀ede un prolongement jusqu’au bord deU . Plus pŕeciśement, soity : Imax → IRn la
solution passant par(x0, y0) ∈ U , alors pour tout compactK ⊂ U il existex1, x2 ∈ Imax avec
x1 < x0 < x2 tels que(x1, y(x1)) 6∈ K et (x2, y(x2)) 6∈ K.
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Démonstration.Soit Imax = (ω−, ω+). Si ω+ = ∞, il est évident qu’il existe unx2 > x0 satis-
faisant(x2, y(x2)) 6∈ K (carK est borné). Considérons alors le cas oùω+ <∞, et supposons par
l’absurde qu’il existe un compactK ⊂ U tel que(x, y(x)) ∈ K pour toutx ∈ (x0, ω+). Comme
f(x, y) est bornée surK, nous avons que

‖y(x)− y(x̄)‖ =
∥∥∥
∫ x

x̄
f(t, y(t)) dt

∥∥∥ ≤ M · |x− x̄| < ε

si x et x̄ sont suffisamment proches deω+. Par conséquent, la limitelimx→ω+
y(x) = y+ existe.

Le point(ω+, y+) est dansK ⊂ U , carK est fermé. On peut donc appliquer le Théorème 2.3 qui
garantit l’existence d’une solution dey′ = f(x, y), y(ω+) = y+ dans un voisinage deω+. Ceci
contredit la maximalité de l’intervalleImax. L’existence dex1 vérifiant les propriétés démandées
est démontrée de la même manière.

Une équation différentielle oùf ne dépend que dey s’appelle unéequation diff́erentielle au-
tonome. Si y(x) est une solution dey′ = f(y), alorsz(x) = y(x − c) est aussi une solution (on
vérifie quez′(x) = y′(x− c) = f(y(x− c)) = f(z(x))). On peut donc fixer la valeur dex0 à0.

Théorème 4.4 (syst̀emes dissipatifs)Supposons quef : IRn → IRn satisfasse localement une
condition de Lipschitz et que

〈f(y), y − v〉 ≤ α− β ‖y‖2 (4.2)

est v́erifié avec un vecteurv ∈ IRn et avecα ≥ 0 etβ > 0. Alors, quel que soity0, le probl̀eme

y′ = f(y), y(0) = y0 (4.3)

poss̀ede une solution qui existe pour toutx ≥ 0.

Démonstration.Considérons les boulesB0 = {y ∈ IRn ; ‖y‖2 ≤ α/β} etB = {y ∈ IRn ; ‖y −
v‖ ≤ R} avec unR > ‖v‖+

√
α/β suffisamment grand pour queB0 soit contenue dans l’intérieur

deB. Poury ∈ ∂B, on a〈f(y), y−v〉 < 0, ce qui signifie que le vecteurf(y) pointe vers l’intérieur
deB. Les solutions ne peuvent donc pas sortir de la bouleB. Si l’on choisitR assez grand pour
quey0 ∈ B, l’existence globale de la solution sur[0,∞) est une conséquence du Théorème 4.3.

Exemple 4.5 Les équations de Lorenz sont données par

y′1 = −σy1 + σy2

y′2 = −y1y3 + ry1 − y2

y′3 = y1y2 − by3

(4.4)

où σ = 10, r = 28 et b = 8/3. La Fig. 4.1 montre la première composante en fonction du temps
pour0 ≤ x ≤ 100 et la Fig. 4.2 montre la solution dans l’espace de phase pour0 ≤ x ≤ 30 avec
comme valeurs initialesy1(0) = −8, y2(0) = 8 ety3(0) = 27. Elle est très “chaotique”.

0 20 40 60 80 100
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Figure 4.1: Première composante de (4.4) en fonction du temps
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Figure 4.2: Deux vues de la solution de l’équation de Lorenz(4.4)

Nous allons montrer que ce système est dissipatif. Pour cela, nous considérons un vecteur
v = (0, 0, γ)T et nous obtenons

〈f(y), y − v〉 = −σy2
1 − y2

2 − by2
3 + (σ + r − γ)y1y2 + bγy3.

Avec le choixγ = σ + r et en utilisant l’inégalité2γy3 ≤ y2
3 + γ2 (ceci est une conséquence de

(y3 − γ)2 ≥ 0), on voit que (4.2) est vérifié avec pourα = bγ2/2 et pourβ = min(σ, 1, b/2). La
solution du sytème de Lorenz existe donc pour toutx ∈ [0,∞), quelle que soit sa valeur initiale.

III.5 In égalités différentielles et solutions approch́ees

Une solution approchée du problème de Cauchy

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (5.1)

est une fonctionv(x) pour laquelle le défautδ(x) := v′(x) − f(x, v(x)) est petit. On cherche à
obtenir des estimations pour‖v(x)−y(x)‖. Souvent la fonctionv(x) n’est pas partout différentiable
(pensons aux polygones d’Euler). Nous introduirons alors la dérivée de Dini et nous utiliserons un
résultat sur les inégalités différentielles pour obtenir une estimation de‖v(x)− y(x)‖.

Définition 5.1 Soitm : I → IR une fonction continue sur l’intervalleI. La dérivée de Diniest
définie par

D+m(x) = lim inf
h→0+

m(x+ h)−m(x)

h
.

Sim possède une dérivée à droite enx, alorsD+m(x) = m′(x+ 0). Dans cette situation, on a
pour toute norme

D+‖m(x)‖ ≤ ‖m′(x+ 0)‖. (5.2)

Ceci découle de l’inégalité‖m(x+h)‖−‖m(x)‖ ≤ ‖m(x+h)−m(x)‖. Un exemple sans dérivée
à droite en0 est la fonctionm(x) = x sin(1/x). Pour cette fonction, on aD+m(0) = −1.
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Théorème 5.2Soientm : [x0, x0 + a) → IR et u : [x0, x0 + a) → IR deux fonctions continues
satisfaisant

D+m(x) ≤ g(x,m(x)) pourx ∈ [x0, x0 + a)

D+u(x) > g(x, u(x)) pourx ∈ [x0, x0 + a)

m(x0) ≤ u(x0).

Alors, on am(x) ≤ u(x) pour toutx ∈ [x0, x0 + a) (ici, g est une fonction arbitrairèa deux
variables ŕeelles).

Démonstration.Supposons qu’il existex2 ∈ (x0, x0 + a)
avecm(x2) > u(x2). Alors, la valeur

x1 := inf {x ; x ≥ x0 etm(t) > u(t) sur[x, x2]}

x0 x1 x2

u(x)

m(x)
est bien définie et, par continuité des fonctionsm etu, on
a quem(x1) = u(x1) et m(x1 + h) > u(x1 + h) pour
h > 0 suffisamment petit. Par conséquent,

m(x1 + h)−m(x1)

h
>
u(x1 + h)− u(x1)

h

pourh > 0 et petit. On en déduit queD+m(x1) ≥ D+u(x1). Mais ceci est en contradiction avec
D+m(x1) ≤ g(x1, m(x1)) = g(x1, u(x1)) < D+u(x1).

Le résultat suivant est fondamental pour toutes les estimations concernant des solutions ap-
prochées.

Théorème 5.3 (lemme fondamental)SoitU ⊂ IR × IRn un ouvert,f : U → IRn une fonction
continue,y : [x0, x0+a)→ IRn une solution dey′ = f(x, y) etv : [x0, x0+a)→ IRn une fonction
continue qui poss̀ede partout une d́erivéeà droite. Alors, les estimations

‖v′(x+ 0)− f(x, v(x))‖ ≤ δ (v est solutionδ-approch́ee)

‖f(x, y(x))− f(x, v(x))‖ ≤ L ‖y(x)− v(x)‖
impliquent que pour toutx ∈ [x0, x0 + a)

‖y(x)− v(x)‖ ≤ ‖y(x0)− v(x0)‖ eL(x−x0) +
δ

L

(
eL(x−x0) − 1

)
.

Démonstration.Posonsm(x) := ‖y(x)− v(x)‖. En utilisant (5.2) et les hypothèses du théorème,
nous avons que

D+m(x) ≤ ‖y′(x)− v′(x+ 0)‖ ≤ Lm(x) + δ.

Définissons maintenantu(x) paru(x0) = m(x0) et

u′(x) = Lu(x) + δ + ε > Lu(x) + δ

avec unε > 0. La solution de cette équation différentielle est donnée par

u(x) = u(x0) e
L(x−x0) +

(δ + ε)

L

(
eL(x−x0) − 1

)
.

Le Théorème 5.2 avec pourg(x, y) = Ly + δ montre que

‖y(x)− v(x)‖ ≤ ‖y(x0)− v(x0)‖ eL(x−x0) +
(δ + ε)

L

(
eL(x−x0) − 1

)

pour toutε > 0. La limite ε→ 0 donne l’affirmation du théorème.
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Dépendance continue des solutions des valeurs initialesSupposons quef : U → IRn vérifie
les hypothèses du Théorème 2.3 (existence et unicité duproblème de Cauchy). Nous exprimons
pary(x, x0, y0) la dépendance de la solution des valeurs initiales. Cette fonction de trois variables
est définie sur

D =
{
(x, x0, y0) ; (x0, y0) ∈ U etx ∈ Imax(x0, y0)

}
. (5.3)

Nous allons démontrer quey : D → IRn est une fonction continue. Remarquons que l’unicité de
la solution implique que

y(x, x0, y0) = y(x, x1, y(x1, x0, y0)). (5.4)

En effet, les deux fonctions de cette identité sont solutions dey′ = f(x, y) et elles passent par le
même point(x1, y(x1, x0, y0)).

Lemme 5.4 Supposons quef : U → IRn (U un ouvert deIR × IRn) soit continue et qu’elle
satisfasse localement une condition de Lipschitz. Alors, pour tout compactK ⊂ U il existe un
L ≥ 0 tel que

‖f(x, y)− f(x, z)‖ ≤ L ‖y − z‖ pour tout(x, y), (x, z) ∈ K.

Démonstration.Supposons le contraire. Il existe alors des suites(xn, yn), (xn, zn) dansK telles
que

‖f(xn, yn)− f(xn, zn)‖ > n ‖yn − zn‖. (5.5)

Soit (x, y) un point d’accumulation de la suite(xn, yn) (il existe par le théorème de Bolzano-
Weierstrass). Par hypothèse, la fonction satisfait une condition de Lipschitz dans un voisinageV
de (x, y). Commef(x, y) est bornée surK (i.e. ‖f(x, y)‖ ≤ M pour (x, y) ∈ K) et comme
‖yn− zn‖ < 2M/n, il y a un nombre infini d’indicesn pour lesquels(xn, yn) et (xn, zn) sont dans
V . La condition de Lipschitz surV est alors en contradiction avec (5.5).

Théorème 5.5Supposons quef : U → IRn (U un ouvert deIR×IRn) soit continue et qu’elle sat-
isfasse localement une condition de Lipschitz. Alors, l’ensembleD de (5.3) est ouvert et la solution
y : D → IRn du probl̀eme de Cauchy est une fonction continue de trois variables(x, x0, y0).

Démonstration.Soit (x̄, x0, y0) fixé et considérons un in-
tervalle[a, b] ⊂ Imax(x0, y0) tel quex̄, x0 ∈ (a, b). Nous
choisissons maintenant unρ > 0 suffisamment petit pour
que le tuyau

K =
{
(x, y) ; x ∈ [a, b], ‖y − y(x, x0, y0)‖ ≤ ρ

}

UU

a bx0 x̄

soit entièrement inclus dans l’ouvertU . Par le Lemme 5.4
la fonctionf(x, y) satisfait une condition de Lipschitz (avec
constanteL) sur le compactK. L’ensemble

V =
{
(x1, y1) ; x1 ∈ (a, b), ‖y1 − y(x1, x0, y0)‖ < ρe−L(b−a)

}

est un voisinage de(x0, y0) qui satisfaitV ⊂ K ⊂ U . Si (x1, y1) ∈ V , l’estimation du lemme
fondamental garantit quey(x, x1, y1) reste dansK pour toutx ∈ [a, b], car

‖y(x, x1, y1)− y(x, x0, y0)‖ = ‖y(x, x1, y1)− y(x, x1, y(x1, x0, y0))‖
≤ eL|x−x1| ‖y1 − y(x1, x0, y0)‖ < ρ.

(5.6)
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Par conséquent,[a, b] ⊂ Imax(x1, y1) et (a, b) × V est un voisinage de(x̄, x0, y0) inclus dansD.
Donc,D est ouvert.

Pour démontrer la continuité dey, nous observons que pour(x1, y1) ∈ V etx ∈ (a, b)

‖y(x, x1, y1)− y(x̄, x1, y1)‖ =
∥∥∥
∫ x

x̄
f(t, y(t, x1, y1)) dt

∥∥∥ ≤ M |x− x̄| (5.7)

oùM est une borne supérieure def(x, y) surK. Comme dans (5.6) nous estimons

‖y(x̄, x1, y1)− y(x̄, x0, y0)‖ ≤ eL|x̄−x1|‖y1 − y(x1, x0, y0)‖
≤ eL(b−a)(‖y1 − y0‖+M |x1 − x0|).

(5.8)

Les deux estimations (5.7) et (5.8) démontrent la continuité dey : D → IRn.

III.6 Systèmes d’́equations différentielles linéaires

Dans ce paragraphe nous considérons des équations différentielles

y′ = A(x)y + g(x) (6.1)

oùA(x) est une matricen × n et g(x) est un vecteur. On dit que cette équation différentielle est
homog̀enesi g(x) ≡ 0, sinon elle estinhomog̀ene.

Théorème 6.1 (existence globale et unicité) Soit I un intervalle (arbitraire) et supposons que
A(x) etg(x) soient des fonctions continues surI. Alors, le probl̀emey′ = A(x)y + g(x), y(x0) =
y0 (avecx0 ∈ I ety0 ∈ IRn) poss̀ede une solution unique sur tout l’intervalleI.

Démonstration.La fonctionf(x, y) = A(x)y + g(x) est continue surI × IRn et satisfait locale-
ment une condition de Lipschitz. La solution est donc uniquelà où elle existe. Pour démontrer
l’existence globale, nous montrons que la solutiony(x) ne peut pas tendre vers∞ pourx → a si
a est un point à l’intérieur deI (Théorème 4.3). En effet, sur l’intervalle compact[x0, a], les fonc-
tionsA(x) et g(x) sont bornées (‖A(x)‖ ≤ L et ‖g(x)‖ ≤ δ sur [x0, a]). Le lemme fondamental
(Théorème 5.3) avecv(x) ≡ 0 donne alors l’estimation

‖y(x)‖ ≤ ‖y0‖ eL(a−x0) +
δ

L

(
eL(a−x0) − 1

)

pour toutx ∈ [x0, a].

Théorème 6.2 (principe de superposition)Soit I un intervalle et soientA(x), g1(x), g2(x) des
fonctions continues surI. Si

y1 : I → IRn est solution dey′ = A(x)y + g1(x),

y2 : I → IRn est solution dey′ = A(x)y + g2(x),

alors y(x) := c1y1(x) + c2y2(x) est solution de

y′ = A(x)y + g(x) avec g(x) := c1g1(x) + c2g2(x).

Démonstration.Ceci est un exercice très simple.
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Alors que la démonstration de ce résultat est très simple, il a des conséquences très importantes:

• les solutions dey′ = A(x)y forment un espace vectoriel;

• les solutions dey′ = A(x)y dépendent linéairement dey0, c.-à-d.,

y(x, x0, c1y0 + c2z0) = c1y(x, x0, y0) + c2y(x, x0, z0).

La solution dey′ = A(x)y, y(x0) = y0 peut donc être écrite sous la forme

y(x, x0, y0) = R(x, x0)y0, (6.2)

et la matriceR(x, x0) s’appelle larésolvantede l’équation différentielley′ = A(x)y. La
ième colonne de la matriceR(x, x0) est solution dey′ = A(x)y avec pour valeur initiale
y(x0) = ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .0)T ;

• si Φ(x) est unematrice fondamentale(aussi appeléewronskienne), c.-à-d., les colonnes de
Φ(x) sont des solutions dey′ = A(x)y etΦ(x0) est inversible, alors

R(x, x0) = Φ(x)Φ(x0)
−1. (6.3)

En effet,y(x) = Φ(x)Φ(x0)
−1y0 est solution dey′ = A(x)y, y(x0) = y0.

Théorème 6.3 (propríetés de la ŕesolvante) SoitA(x) continue sur un intervalle. Alors, la résolvante
dey′ = A(x)y satisfait

i) R ′(x, x0) = A(x)R(x, x0) (dérivée par rapport̀a x)

ii) R(x0, x0) = I (matrice identit́e)

iii) R(x, x0) = R(x, x1)R(x1, x0)

iv) R(x, x0) est inversible et R(x, x0)
−1 = R(x0, x).

Démonstration.Par (6.2) on a queR ′(x, x0)y0 = A(x)R(x, x0)y0 etR(x0, x0)y0 = y0 pour tout
y0 ∈ IRn. Ceci démontre les propriétés (i) et (ii). La propriét´e (iii) est une conséquence de (5.4) et
(iv) suit de (iii) en posantx = x0.

Exemple 6.4 L’équation différentielley′′ + y = 0 peut être écrite sous la forme (en posanty1 = y
ety2 = y′) (

y1

y2

)′
=
(

0 1
−1 0

)(
y1

y2

)

et possède comme résolvante

R(x, x0) =
(

cos(x− x0) sin(x− x0)
− sin(x− x0) cos(x− x0)

)
.

Il est intéressant que la propriété (iii) du théorème précédent, c.-à-d.,

(
cosα sinα
− sinα cosα

)(
cosβ sin β
− sin β cosβ

)
=
(

cos(α+ β) sin(α + β)
− sin(α + β) cos(α + β)

)

avecα = x − x1, β = x1 − x0 etα + β = x − x0, est équivalente au théorème d’addition pour
sin x et cosx.
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Théorème 6.5 (Liouville) SoitA(x) continue sur un intervalle et soitΦ(x) une matrice fonda-
mentale dey′ = A(x)y. Alors,

det Φ(x) = det Φ(x0) · exp
( ∫ x

x0

traceA(t) dt
)

où traceA(x) = a11(x) + a22(x) + . . .+ ann(x).

Démonstration.Soit Φ(x) = (Φij(x))
n
i,j=1. Commedet Φ(x) est une forme multilinéaire par

rapport aux lignes deΦ(x), on a que

d

dx

(
det Φ(x)

)
=

n∑

i=1

detDi(x) où Di(x) =




Φ11(x) . . . Φ1n(x)
Φ′

i1(x) . . . Φ′
in(x)

Φn1(x) . . . Φnn(x)


 .

La matriceDi(x) est obtenue deΦ(x) en remplaçant laième ligne deΦ(x) par sa dérivée. En
utilisant l’équation différentielleΦ′(x) = A(x)Φ(x), c.-à-d.,Φ′

ij(x) =
∑n

k=1 aik(x)Φkj(x), et la
multilinéarité du déterminant, on obtient que

d

dx

(
det Φ(x)

)
=

n∑

i=1

n∑

k=1

aik(x) det




Φ11(x) . . . Φ1n(x)
Φk1(x) . . . Φkn(x)
Φn1(x) . . . Φnn(x)


 ← ligne i

=
n∑

i=1

aii(x) det Φ(x).

Il ne reste plus qu’à résoudre cette équation différentielle pourdet Φ(x).

Le théorème de Liouville possède une interprétation intéressante. SiV = (v1, . . . , vn) est une
matrice dont les colonnes sont les vecteursv1, . . . , vn, la valeur dedet V représente la volume du
parallélépipède engendré parv1, . . . , vn. Considérons maintenant leflot de l’équation différentielle
y′ = A(x)y, c.-à-d., l’applicationϕx,x0

: IRn → IRn définie parϕx,x0
(y0) = R(x, x0)y0. Si

traceA(x) ≡ 0, on déduit du théorème de Liouville que le volume d’un sous-ensembleB de
IRn est invariant par l’applicationϕx,x0

, c.-à-d.,B etϕx,x0
(B) possèdent le même volume. Pour

l’équation différentielle de l’Exemple 6.4, la préservation du volume est évidente, car l’application
ϕx,x0

n’est rien d’autre qu’une rotation par l’anglex− x0.

Equations linéaires inhomog̀enes Considérons maintenant l’équation différentielle (6.1) oùg(x)
n’est pas nulle. Si l’on connait la résolvante de l’équation homogène, on trouve la solution du
problème inhomogène par la méthode des variations des constantes.

Théorème 6.6 (“variation des constantes”)SoientA(x) et g(x) continues sur un intervalle et
soitR(x, x0) la résolvante dey′ = A(x)y. Alors, la solution dey′ = A(x)y + g(x), y(x0) = y0

est donńee par

y(x) = R(x, x0)y0 +
∫ x

x0

R(x, t)g(t) dt.

Démonstration.La solution générale de l’équation homogène estR(x, x0)c avecc ∈ IRn. L’idée
(d’où le nom “variation des constantes”) est de chercher une solution dey′ = A(x)y + g(x) sous
la formey(x) = R(x, x0)c(x). Il faut alors que

y′(x) = R ′(x, x0)c(x) +R(x, x0)c
′(x) = A(x)R(x, x0)c(x) + g(x).

En utilisant la propriété (i) du Théorème 6.3, nous obtenons

c′(x) = R(x, x0)
−1g(x) = R(x0, x)g(x)

et par intégrationc(x) = c(x0) +
∫ x
x0
R(x0, t)g(t) dt. L’affirmation du théorème découle alors en

insérant cette formule pourc(x) dansy(x) = R(x, x0)c(x).
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Ce résultat montre que, comme dans le cas particulier de dimension1, la solution générale de
y′ = A(x)y+ g(x) est composée de la solution générale de l’équation homogène et d’une solution
particulière de l’équation inhomogène. Il reste alors `a discuter le calcul de la résolvanteR(x, x0).
Pour le casA(x) = A (matrice constante), ceci est le sujet du paragraphe suivant. SiA(x) dépend
dex, le calcul analytique de la résolvante est rarement possible.

III.7 Systèmes lińeairesà coefficients constants

Considérons le problème de calculer la résolvante de

y′ = Ay (7.1)

où A est une matrice constante d’ordren (les aij sont réels ou complexes). Motivés par la
résolution de problèmes scalaires, essayons de trouver des solutions de la forme

y(x) = eλxv avec un vecteurv 6= 0 . (7.2)

En insérant (7.2) dans (7.1) nous obtenonsy′(x) = λeλxv = eλxAv, ce qui est équivalent à
Av = λv. La fonction de (7.2) est alors une solution de (7.1) si et seulement siλ est une valeur
propre deA et v est un vecteur propre correspondant.

Cas 1 (A est diagonalisable) Dans cette situation, il existen vecteurs propres indépendants
v1, . . . , vn avec valeurs propresλ1, . . . , λn. Considérons la matrice

Φ(x) =
(
eλ1xv1, . . . , e

λnxvn

)
. (7.3)

Par le Théorème 6.5 de Liouville,Φ(x) est inversible pour toutx car Φ(0) l’est. La résolvante
est alors donnée parR(x, x0) = Φ(x)Φ(x0)

−1 (voir l’équation (6.3)) ou aussi parR(x, x0) =
Φ(x− x0)Φ(0)−1.

Cas 2 (A n’est pas diagonalisable)L’idée est de transformerA sous une forme “plus simple”, par
exemple sous forme triangulaire ou sous forme de Jordan. On cherche alors une matrice inversible
T telle queT−1AT = S possède une telle forme. Avec la transformationy = Tz (et y′ = Tz′) le
système (7.1) devientz′ = Sz. Pour le cas d’une matrice triangulaire on a

z′1 = s11z1 + s12z2 + . . . + s1nzn

z′2 = s22z2 + . . . + s2nzn

. . .
z′n = snnzn

On résoud d’abord l’équation différentielle pourzn, ensuite celle pourzn−1 et à la fin celle pour
z1. La solution de (7.1) est obtenue pary(x) = Tz(x).

Exemple 7.1 Considérons un bloc de Jordan de dimension4

J =




λ 1
λ 1

λ 1
λ


 .
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Pour la solution dez′ = Jz on commence parz4; on trouvez′4 = λz4 etz4(x) = eλxc4. L’équation
différentielle pourz3 estz′3 = λz3 + eλxc4. Sa solution estz3(x) = eλxc3 + xeλxc4. De la même
façon on calculez2(x) et z1(x). Le résultat est

z(x) = eλx




1 x x2/2! x3/3!
1 x x2/2!

1 x
1


 z(0). (7.4)

On trouve la solution (7.4) dez′ = Jz aussi à l’aide du théorème suivant.

Théorème 7.2La résolvante dey′ = Ay est donńee par

R(x, x0) = exp
(
A(x− x0)

)
:=
∑

i≥0

(x− x0)
i

i!
Ai. (7.5)

Démonstration.Comme‖Ai‖ ≤ ‖A‖i, la série
∑

i≥0
αi

i!
‖A‖i = exp(α‖A‖) est une majorante de

la série de (7.5) pour|x − x0| ≤ α. Ceci montre la convergence uniforme sur chaque intervalle
compact. On peut donc échanger la dérivée avec la sommation et on obtient

d

dx
exp

(
A(x− x0)

)
=

d

dx

∑

i≥0

(x− x0)
i

i!
Ai =

∑

i≥1

(x− x0)
i−1

(i− 1)!
Ai = A exp

(
A(x− x0)

)
.

Chaque colonne deexp(A(x−x0)) est une solution dey′ = Ay et on obtient (7.5) carexp(0) = I.

Revenons à l’Exemple 7.1. Le bloc de Jordan peut être écrit sous la formeJ = λI +N où

N =




0 1
0 1

0 1
0


 , N2 =




0 0 1
0 0 1

0 0
0


 , N3 =




0 0 0 1
0 0 0

0 0
0




etN j = 0 pourj ≥ 4. Par le Théorème 7.2, la résolvante est donnée par

R(x, 0) = exp
(
(λI +N)x

)
= eλx exp

(
Nx

)
= eλx

∑

i≥0

xi

i!
N i.

Attention Poury′ = A(x)y oùA(x) dépend dex, on a en général que

R(x, x0) 6= exp
( ∫ x

x0

A(t) dt
)

(7.6)

(voir Exercice 30). On a l’égalité dans (7.6) seulement sila dimension est1 ou si les matricesA(x)
et
∫ x
x0
A(t) dt commutent.

III.8 Diff érentiabilit é par rapport aux valeurs initiales

Considérons la solution du problème de Cauchy

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (8.1)
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comme fonction de trois argumentsy(x, x0, y0) et étudions la sensibilité de la solution par rapport
à des perturbations dans les valeurs initialesx0, y0. Nous savons déjà quey(x, x0, y0) dépend
continûment de(x0, y0) (voir le Théorème 5.5), mais que peut-on dire sur la différentiabilité?
Quelle est l’approximation du premier ordre dey(x, x0 + ∆x0, y0 + ∆y0)?

A) Diff érentiabilit é par rapport à y0. Supposons quef : U → IRn (avecU ⊂ IR × IRn

ouvert) satisfasse les hypothèses sur l’existence et l’unicité de la solution. Alors,y(x, x0, y0) est
bien définie sur l’ensemble ouvert

D :=
{
(x, x0, y0) ; (x0, y0) ∈ U et x ∈ Imax(x0, y0)

}
. (8.2)

Pour obtenir une idée de la forme de la dérivée∂y
∂y0

(x, x0, y0), écrivons le problème (8.1) comme

∂y

∂x
(x, x0, y0) = f

(
x, y(x, x0, y0)

)
, y(x0, x0, y0) = y0 (8.3)

et dérivons cette équation formellement par rapport ày0. En échangeant les dérivées par rapport à
x ety0, nous obtenons

∂

∂x

( ∂y
∂y0

(x, x0, y0)
)

=
∂f

∂y

(
x, y(x, x0, y0)

)
· ∂y
∂y0

(x, x0, y0),
∂y

∂y0
(x0, x0, y0) = I.

D’après ce calcul formel, nous voyons que∂y
∂y0

(x, x0, y0) est la solution de l’équation linéaire

Ψ′ =
∂f

∂y

(
x, y(x, x0, y0)

)
Ψ, Ψ(x0) = I. (8.4)

Cette équation s’appelléequation variationnellede (8.1). Elle est de la formey′ = A(x, x0, y0)y
où la matriceA dépend du paramètre(x0, y0). La résolvante dépend donc aussi de ce paramètre.
Notons-la parR(x, s, x0, y0). Le calcul formel montre alors que

∂y

∂y0
(x, x0, y0) = R(x, x0, x0, y0). (8.5)

Dans la démonstration du théorème suivant, nous justifierons cette procédure.

Théorème 8.1SoitU ⊂ IR × IRn un ouvert,f : U → IRn continue et supposons que∂f
∂y

(x, y)
existe et soit continue surU . La solutiony : D → IRn de (8.1) satisfait alors

• y(x, x0, y0) est contin̂ument diff́erentiable par rapport̀a y0;

• ∂y
∂y0

(x, x0, y0) est la ŕesolvante de l’́equation variationnelle (8.4).

Démonstration.Pour(x̄, x0, y0) ∈ D fixé, il faut démontrer que

y(x̄, x0, y0 + ∆y0)− y(x̄, x0, y0)−R(x̄, x0, x0, y0)∆y0 = r(∆y0)‖∆y0‖

où r(∆y0)→ 0 si ∆y0 → 0. L’idée de la démonstration est de considérer

v(x) := y(x, x0, y0) +R(x, x0, x0, y0)∆y0

comme solution approchée de (8.1) et d’estimer la différencey(x, x0, y0 +∆y0)− v(x) à l’aide du
lemme fondamental (Théorème 5.3). Avec l’abréviationδ(x) := R(x, x0, x0, y0)∆y0 nous avons
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‖δ(x)‖ ≤ M‖∆y0‖ sur l’intervalle compact[x0, x̄]. Considérons le tuyauK := {(x, y) ; x ∈
[x0, x̄], ‖y − y(x, x0, y0)‖ ≤ ρ} avecρ > 0 suffisamment petit pour queK ⊂ U . Pour‖∆y0‖ ≤
ρ/M , la fonctionv(x) reste dansK et son défaut est donné par

f
(
x, v(x)

)
− v′(x) = f

(
x, y(x, x0, y0) + δ(x)

)
− f

(
x, y(x, x0, y0)

)
− ∂f

∂y

(
x, y(x, x0, y0)

)
δ(x).

Le théorème des accroissements finis appliqué àF (δ) := f(x, y + δ) − f(x, y) − ∂f
∂y

(x, y)δ (ob-
servons queF (0) = 0) implique que

∥∥∥f(x, y + δ)− f(x, y)− ∂f

∂y
(x, y)δ

∥∥∥ ≤ sup
λ∈[0,1]

∥∥∥
∂f

∂y
(x, y + λδ)− ∂f

∂y
(x, y)

∥∥∥ · ‖δ‖.

Comme∂f
∂y

(x, y) est uniformément continue sur le compactK, on a l’estimation

sup
λ∈[0,1]

∥∥∥
∂f

∂y
(x, y + λδ)− ∂f

∂y
(x, y)

∥∥∥ ≤ r1(‖δ‖) où r1(‖δ‖)→ 0 si δ → 0.

La fonctionr1(·) peut être choisie monotone et indépendante de(x, y) ∈ K. Par conséquent,

‖f(x, v(x))− v′(x)‖ ≤ r1(M‖∆y0‖)M‖∆y0‖.
Sur le compactK, f(x, y) satisfait une condition de Lipschitz. On peut donc appliquer le lemme
fondamental et on obtient

‖y(x, x0, y0 + ∆y0)− v(x)‖ ≤
r1(M‖∆y0‖)M‖∆y0‖

L

(
eL(x−x0) − 1

)
,

ce qui démontre la différentiabilité dey(x, x0, y0) par rapport ày0 et la formule (8.5).
Il faut encore démontrer la continuité de∂y

∂y0
(x, x0, y0). Elle est une conséquence du Lemme 8.2

(voir plus bas). On ne peut pas directement appliquer le Théorème 5.5, car l’argument(x0, y0) n’est
pas une valeur initiale de l’équation variationnelle (8.4) mais un paramètre de celle-ci.

Lemme 8.2 Soity′ = A(x, c)y uneéquation diff́erentielle lińeaire qui d́epend d’un param̀etrec.
SiA(x, c) est continue surI × V (I un intervalle ouvert etV ⊂ IRp ouvert), alors la ŕesolvante
R(x, x0, c) est une fonction continue surI × I × V .

Démonstration.Pour un(x̄, x0, c) fixé, il faut démontrer que la différenceR(x, x1, c1)−R(x̄, x0, c)
est arbitrairement petite si(x, x1, c1) est suffisamment proche de(x̄, x0, c). Une application du
Théorème 5.5 montre queR(x, x1, c)−R(x̄, x0, c) est arbitrairement petit. Il suffit alors d’estimer
la différenceR(x, x1, c1)− R(x, x1, c).

Soit [a, b] ⊂ I tel quex0 et x̄ sont à l’intérieur de(a, b), soitK ⊂ V un voisinage compact dec,
et soitL une borne de‖A(x, c)‖ sur le compact[a, b]×K. Ceci implique‖R(t, x1, c1)‖ ≤ eL(b−a)

pourt, x1 ∈ [a, b] et c1 ∈ K (voir la démonstration du Théorème 6.1).
La fonctiony(x) := R(x, x1, c)y0 est une solution dey′ = A(x, c)y, y(x1) = y0. La fonction

v(x) := R(x, x1, c1)y0 est une solution approchée, qui satisfaitv(x1) = y0 et

‖v′(t)−A(t, c)v(t)‖ = ‖(A(t, c1)− A(t, c))R(t, x1, c1)y0‖ ≤ εeL(b−a)‖y0‖
si c1 est proche dec. Ceci découle de la continuité uniforme deA(t, c) sur [a, b] ×K. Le lemme
fondamental donne alors l’estimation

∥∥∥
(
R(x, x1, c)−R(x, x1, c1)

)
y0

∥∥∥ ≤ εeL(b−a)

L

(
eL|x−x1| − 1

)
‖y0‖,

ce qui démontre l’affirmation.
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B) Diff érentiabilit é par rapport aux paramètres Considérons un problème avec des paramètres
c = (c1, . . . , cp)

T

y′ = f(x, y, c), y(x0) = y0

oùf : U → IRn est continue et différentiable par rapport à(y, c) (U est un ouvert deIR×IRn×IRp).
La solution est une fonctiony(x, x0, y0, c). Pour étudier la différentiabilité par rapport àc, nous
considérons le système augmenté

(
y
c

)′
=
(
f(x, y, c)

0

)
,

(
y
c

)
(x0) =

(
y0

c

)
. (8.6)

Avecz = (y, c)T etF (x, z) = (f(x, y, c), 0))T , ce système devientz′ = F (x, z), z(x0) = (y0, c)
T

et c apparaı̂t seulement dans la valeur initiale. On peut donc appliquer le Théorème 8.1. La
fonction z(x, x0, z0) et alors aussiy(x, x0, y0, c) sont continûment différentiables par rapport à
z0 = (y0, c)

T . En dérivant l’équation

∂y

∂x
(x, x0, y0, c) = f

(
x, y(x, x0, y0, c), c

)

par rapport àc, on obtient pourΨ(x) := ∂y
∂c

(x, x0, y0, c) l’équation différentielle

Ψ′ =
∂f

∂y

(
x, y(x, x0, y0, c), c

)
Ψ +

∂f

∂c

(
x, y(x, x0, y0, c), c

)
. (8.7)

Exemple 8.3 La solution du problème

y′ = f(x, y) + εg(x, y), y(x0) = y0

est, pour|ε| petit, donnée pary(x, ε) = y0(x) + εy1(x) + . . . où

y′0(x) = f(x, y0(x)), y0(x0) = y0

y′1(x) =
∂f

∂y
(x, y0(x))y1(x) + g(x, y0(x)), y1(x0) = 0.

C) Diff érentiabilit é par rapport à x0. Supposons quef(x, y) soit continûment différentiable
par rapport àx ety. Nous considérons le système augmenté

(
y
x

)′
=
(
f(x, y)

1

)
,

(
y
x

)
(x0) =

(
y0

x0

)
. (8.8)

Avecz = (y, x)T etF (z) = (f(x, y), 1)T le système devientz′ = F (z), z(x0) = (y0, x0)
T . Donc,

x0 peut être traité de la même manière quey0. La solutiony(x, x0, y0) est alors aussi différentiable
par rapport àx0. En dérivant (8.3) par rapport àx0, on obtient pourΨ(x) := ∂y

∂x0
(x, x0, y0)

l’équation différentielle

Ψ′ =
∂f

∂y

(
x, y(x, x0, y0)

)
Ψ, Ψ(x0) = −f(x0, y0). (8.9)

Comme ∂y
∂y0

(x, x0, y0) est la résolvante de (8.9), on en déduit que

∂y

∂x0
(x, x0, y0) = − ∂y

∂y0
(x, x0, y0)f(x0, y0). (8.10)

Une autre possibilité d’obtenir cette dernière formule est la suivante: dériver par rapport àx0

l’identité y(x, x0, y(x0, x1, y1)) = y(x, x1, y1) et utilisery0 := y(x0, x1, y1). Comme résumé de ce
paragraphe nous avons le résultat suivant.
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Théorème 8.4SoitU ⊂ IR× IRn un ouvert etf : U → IRn de classeC1 (de classeCk). Alors, la
solutiony(x, x0, y0) de (8.1) est de classeC1 (de classeCk) surD de (8.2).

Démonstration.Toutes les dérivées partielles dey(x, x0, y0) sont continues. Alors,y : D → IRn

est de classeC1. En appliquant cet argument itérativement à l’équationvariationnelle, on voit par
récurrence quey est de classeCk si f est de classeCk.

III.9 Stabilit é

Dans le paragraphe précédent nous avons vu que, pour unx fixé, la solutiony(x, x0, y0) dépend
continûment des valeurs initiales. Mais que peut-on dire pourx→∞?

Définition 9.1 SoitU ⊂ IR× IRn ouvert et supposons quef : U → IRn soit continue et satisfasse
localement une condition de Lipschitz. Une solutiony(x, x0, y0) dey′ = f(x, y) (qui existe pour
toutx ≥ x0) est ditestable(au sens de Liapunov) si

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀∆y0 (‖∆y0‖ < δ) ∀x (x ≥ x0) ‖y(x, x0, y0 + ∆y0)− y(x, x0, y0)‖ < ε.

La solution est diteasymptotiquement stablesi elle est stable et si en plus

∃δ0 > 0 ∀∆y0 (‖∆y0‖ < δ0) lim
x→∞
‖y(x, x0, y0 + ∆y0)− y(x, x0, y0)‖ = 0.

Une solution estinstablesi elle n’est pas stable.

Exemple 9.2 La solutiony(x) ≡ 0 de l’équation différentielle

y′ = λy

est asymptotiquement stable pourλ < 0 (voir le dessin ci-contre),
stable pourλ ≤ 0 et instable pourλ > 0.

Exemple 9.3 La solutiony(x, 0, y0) = y0/(1−y0x) de l’équation
différentielle

y′ = y2

est asymptotiquement stable poury0 < 0, mais instable pour
y0 = 0.

Exemple 9.4 Pour l’équation différentielle

y′ = y(y − 1)

la solutiony(x) ≡ 0 est asymptotiquement stable, mais la solution
y(x) ≡ 1 est instable.

Pour étudier la stabilité d’une solutiony(x) dey′ = f(x, y), il est souvent avantageux d’appliquer
la transformationz = y − y(x). Ainsi, l’équation différentielley′ = f(x, y) se transforme en

z′ = g(x, z), g(x, z) = f(x, z + y(x))− f(x, y(x)) (9.1)

avecz(x) ≡ 0 comme solution.

Lemme 9.5 Sous les hypoth̀eses de la D́efinition 9.1, la solutiony(x) dey′ = f(x, y) est stable, si
et seulement siz(x) ≡ 0 est une solution stable de (9.1). Dans cette affirmation, on peut remplacer
‘stable’ par ‘asymptotiquement stable’ ou par ‘instable’.

Démonstration.L’affirmation est une conséquence immédiate dez(x, x0, z0) = y(x, x0, y0)−y(x)
avec pourz0 = y0 − y(x0).



Equations diff́erentielles ordinaires 71
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−1
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1−1

1

−1
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1−1

1

−1

d)d)

1−1

1

−1

e)e)

1−1

1

−1

f)f)

1−1

1

−1

a)
(−1 1

0 −2

)
b)

(
1 1
0 1

)
c)

(
1/3 −1/3
2 0

)

d)
(

1 0
0 1

)
e)

(
1/3 1/3
1 0

)
f)

(
1/6 −1/3
2 −1/6

)

Figure 9.1: Solutions de systèmes linéaires en dimension2

Par conséquent, on peut toujours se ramener au cas oùf(x, 0) ≡ 0 et où on est intéressé par
la stabilité de la solution nulley(x) ≡ 0. Un désavantage potentiel de la transformation (9.1) est
qu’un système autonomey′ = f(y) peut devenir non-autonome.

Pour une équation linéairey′ = A(x)y + g(x) la transformation (9.1) donnez′ = A(x)z et on
obtient: une solution arbitraire dey′ = A(x)y+ g(x) est stable (asymptotiquement stable ou insta-
ble) si la solution nulle de l’équation homogèney′ = A(x)y est stable (asymptotiquement stable
ou instable). Pour une équation linéaire, toutes les solutions possèdent le même comportement de
stabilité. Dans cette situation, on parle aussi de la stabilité de l’équation différentielle et non de la
solution.

Théorème 9.6a) L’équation diff́erentielley′ = Ay est asymptotiquement stable si et seulement si
toutes les valeurs propres deA satisfontℜλi < 0.

b) Elle est stable si et seulement si toutes les valeurs propres deA satisfontℜλi ≤ 0 et, pour
les valeurs propres avecℜλi = 0, les blocs de Jordan sont de dimension1.

Démonstration.On transforme la matriceA sous forme de Jordan et on utilise la représentation
explicite de la solution (Exemple 7.1). L’affirmation est une conséquence du fait que|eλx| reste
borné pourx ≥ x0 siℜλ ≤ 0, et quexkeλx → 0 pourx→∞ siℜλ < 0.

Le comportement des solutions dey′ = Ay (pour des matrices de dimension2) est illustré dans
la Fig. 9.1. Pour le dessin (c) les valeurs propres sont complexes conjuguées avecℜλi > 0, pour
(e) les valeurs propres possèdent un signe opposé et pour (f) les deux valeurs propres sont sur l’axe
imaginaire. Dans les dessins (a), (b) et (e) les directions des vecteurs propres sont indiquées par
des flèches.

Le critère de stabilité du Théorème 9.6 ne reste pas vraipour des équations différentielles
non-autonomesy′ = A(x)y.
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Exemple 9.7 Considérons l’équation différentielle

y′ = A(x)y, A(x) = T (x)−1BT (x), (9.2)

où

B =
(−1 0

4 −1

)
, T (x) =

(
cos(ax) − sin(ax)
sin(ax) cos(ax)

)
.

Les valeurs propres deA(x) sont réelles et négatives (égales à−1). Nous allons déterminer le
paramètrea dans la matrice de rotationT (x) afin que (9.2) devienne instable. Avec la transforma-
tion z(x) := T (x)y(x) nous obtenons

z′(x) = T ′(x)y(x) + T (x)A(x)y(x) =
((

0 −a
a 0

)
+
(−1 0

4 −1

))
z(x),

une équation linéaire à coefficients constants. Poura = −2, la matrice de l’équation différentielle
pour z(x) possèdeλ2 + 2λ − 3 comme polynôme caractéristique. Donc,λ1 = 1 est une valeur
propre avec(1, 1)T comme vecteur propre. Une solution non-bornée de (9.2) estalors donnée par

y(x) = ex
(

cos 2x+ sin 2x
− sin 2x+ cos 2x

)
.

L’équation différentielle (9.2) est instable, tandis que toutes les valeurs propres deA(x) possèdent
une partie réelle négative.

Théorème 9.8SoitA(x) une matrice syḿetrique et continue sur[a,∞). Si les valeurs propres
λi(x) deA(x) satisfont

λi(x) ≤ α pour i = 1, . . . , n et pour x ∈ [a,∞),

alors on a l’estimation

‖y(x)‖2 ≤ eα(x−x0) ‖y(x0)‖2 pour x ≥ x0

pour les solutions dey′ = A(x)y. Le syst̀emey′ = A(x)y est donc stable siα ≤ 0 et asympto-
tiquement stable siα < 0.

Démonstration.Montrons d’abord que les hypothèses surA(x) impliquent

vTA(x)v ≤ αvTv pour v ∈ IRn.

CommeA(x) est symétrique, elle est diagonalisable à l’aide d’une matrice orthogonaleQ(x),
c.-à-d.,Q(x)TA(x)Q(x) = Λ(x) = diag(λ1(x), . . . , λn(x)). Avec v = Q(x)w on a alors que
vTA(x)v = wT Λ(x)w ≤ αwTw = αvTv.

Pour une solutiony(x) dey′ = A(x)y, considérons la fonctionm(x) := ‖y(x)‖22. Sa dérivée
satisfait

m′(x) = 2 y(x)Ty′(x) = 2 y(x)TA(x)y(x) ≤ 2α y(x)Ty(x) = 2αm(x).

En vue d’une application du Théorème 5.2, nous comparonsm(x) avec la solution deu′ = 2αu,
u(x0) = m(x0) (plus précisément avec la solution deu′ = 2αu + ε où ε > 0 est arbitrairement
petit) et nous obtenonsm(x) ≤ m(x0)e

2α(x−x0) pourx ≥ x0. En prenant la racine carrée, nous
arrivons au résultat désiré.
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Considérons un problème non linéairey′ = f(x, y) satisfaisantf(x, 0) = 0 (voir la remarque
après le Lemme 9.5). Une linéarisation autour dey = 0 donne

y′ = A(x)y + g(x, y), (9.3)

oùg(x, y) est une petite perturbation non linéaire.

Théorème 9.9SoitA(x) continue sur(a,∞), g : (a,∞) × U → IRn continue et localement
Lipschitzienne òuU est un voisinage ouvert de0 ∈ IRn. Supposons que

• la résolvante dey′ = A(x)y satisfasse‖R(x, x0)‖ ≤ Ke−α(x−x0) pour x ≥ x0 avec un
α > 0,

• sup
x>a

‖g(x, y)‖
‖y‖ → 0 si y → 0 (uniformément enx),

alors la solution nulle de (9.3) est asymptotiquement stable.

Démonstration.Les solutions de (9.3) satisfont

y(x) = R(x, x0)y0 +
∫ x

x0

R(x, t)g(t, y(t)) dt (9.4)

(ceci se voit directement par différentiation de (9.4)). On en déduit l’estimation

‖y(x)‖ ≤ Ke−α(x−x0)‖y0‖+
∫ x

x0

Ke−α(x−t)‖g(t, y(t))‖ dt.

Pourγ := α/(2K) il existe unε > 0 tel que‖g(x, y)‖ ≤ γ‖y‖ pour‖y‖ ≤ ε et pour toutx > a.
Tant que la solutiony(x) reste dans{y ; ‖y‖ ≤ ε}, on a

‖y(x)‖ ≤ Ke−α(x−x0)‖y0‖+Kγ
∫ x

x0

e−α(x−t)‖y(t)‖ dt. (9.5)

En notant l’expression de droite parz(x) et en dérivant, on obtient

z′(x) = −α z(x) +Kγ ‖y(x)‖ ≤ −α
2
z(x), z(x0) = K‖y0‖,

car‖y(x)‖ ≤ z(x). En résolvant cette inégalité différentielle, on obtient

‖y(x)‖ ≤ z(x) ≤ K‖y0‖e−α(x−x0)/2. (9.6)

Posonsδ := ε/K. Poury0 satisfaisant‖y0‖ ≤ δ, l’estimation (9.6) montre quey(x) reste dans
{y ; ‖y‖ ≤ ε} pour toutx ≥ x0 et quey(x)→ 0 pourx→∞. La solution nulle de (9.3) est donc
asymptotiquement stable.

Théorème 9.10SoitA une matrice constante, et soitg : (a,∞)×U → IRn continue et localement
Lipschitzienne (U un voisinage ouvert de0 ∈ IRn). Supposons que

• au moins une valeur propre deA satisfaitℜλ > 0,

• sup
x>a

‖g(x, y)‖
‖y‖ → 0 si y → 0 (uniformément enx),

alors la solution nulle dey′ = Ay + g(x, y) est instable.
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Démonstration.a) Supposons pour le moment queA soit diagonalisable,

T−1AT = Λ = diag(λ1, . . . , λn),

et que les valeurs propres deA soient ordonnées comme

ℜλ1 ≥ . . . ≥ ℜλs > 0 ≥ ℜλs+1 ≥ . . . ≥ ℜλn.

Après le changement de coordonnéesy = Tz, l’équation différentielle devient

z′ = Λz + ĝ(x, z), ĝ(x, z) = T−1g(x, Tz). (9.7)

L’estimation

‖ĝ(x, z)‖
‖z‖ =

‖Tz‖
‖z‖ ·

‖T−1g(x, Tz)‖
‖Tz‖ ≤ ‖T‖ · ‖T−1‖ · ‖g(x, Tz)‖‖Tz‖

et l’hypothèse surg impliquent quesupx>a ‖ĝ(x, z)‖/‖z‖ → 0 si z → 0. Pourc := ℜλs > 0, il
existe alors unε > 0 tel que

‖ĝ(x, z)‖ ≤ c

2
‖z‖ pour ‖z‖ ≤ ε. (9.8)

b) On cherche à démontrer que la solution nulle dey′ = Ay + g(x, y) est instable. Supposons,
par l’absurde, qu’elle soit stable. Ceci implique que la solution z(x) ≡ 0 de (9.7) est aussi stable
et que, par conséquent, il existe unδ > 0 tel que

‖z0‖ ≤ δ =⇒ ‖z(x)‖ ≤ ε pour x ≥ x0.

Nous écrivons maintenant le vecteurz commez = (u, v)T où u ∈ lCs correspond aux valeurs
propres avec partie réelle positive, etv ∈ lCn−s. Nous choisissons une valeur initialez0 = (u0, v0)

T

satisfaisant‖z0‖ ≤ δ et ‖u0‖ > ‖v0‖. Pour la solutionz(x) = (u(x), v(x))T nous considérons
alors l’expression

d(x) =
1

2

(
‖u(x)‖2 − ‖v(x)‖2

)
,

dont la dérivée satisfait

d ′(x) = ℜ〈u′(x), u(x)〉 − ℜ〈v′(x), v(x)〉
= u(x)

T
Λ1u(x) + ℜ〈ĝ1(x, z(x)), u(x)〉 − v(x)

T
Λ2v(x)−ℜ〈ĝ2(x, z(x)), v(x)〉,

où Λ1 = diag(ℜλ1, . . . ,ℜλs), Λ2 = diag(ℜλs+1, . . . ,ℜλn) et ĝ(x, z) = (ĝ1(x, z), ĝ2(x, z))
T .

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’estimation (9.8) impliquent que

d ′(x) ≥ c ‖u(x)‖2 − c

2

(
‖u(x)‖2 + ‖v(x)‖2

)
= c d(x).

En résolvant cette inégalité différentielle pourd(x) et en utilisantd(x0) > 0, nous obtenons

d(x) ≥ d(x0) e
c(x−x0).

Par conséquent,d(x) → ∞ pour x → ∞, ce qui contredit l’hypothèse quez(x) ≡ 0 est une
solution stable de (9.7).

c) Dans la situation oùA n’est pas diagonalisable, nous transformonsA sous forme de Jor-
dan, et nous faisons une transformation additionelle avecD = diag(1, α, α2, α3, . . .) pour rendre
les éléments hors-diagonaux aussi petits qu’on veut. Finalement, nous ajoutons ces termes à la
fonctiong(x, y) et nous procédons comme sous (a) et (b).
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−1 1 2

2

Figure 9.2: Solutions d’un système non linéaire avec4 points critiques

Corollaire 9.11 SoitU ⊂ IRn un ouvert, soitf : U → IRn contin̂ument diff́erentiable, et soit
y0 ∈ U un point stationnaire, c.-̀a-d.,f(y0) = 0.

(a)Si toutes les valeurs propres def ′(y0) satisfontℜλ < 0, alors la solution stationnairey(x) ≡
y0 est asymptotiquement stable (on dit quey0 est un attracteur).

(b) Si au moins une valeur propre def ′(y0) satisfaitℜλ > 0, alors la solution stationnaire est
instable.

(c) Si les valeurs propres def ′(y0) satisfontℜλ ≤ 0, mais au moins une valeur propre satisfait
ℜλ = 0, on ne peut rien dire. La solution stationnaire peutêtre stable ou bien instable.

Démonstration.La transformationz = y − y0 donnez′ = f(z + y0) = f ′(y0)z + g(z) où
‖g(z)‖/‖z‖ → 0 si z → 0. Les affirmations (a) et (b) sont alors une conséquence du Théorème 9.9
et du Théorème 9.10.

Pour les problèmesy′ = y2 et y′ = y3, on af ′(0) = 0 et la solution nulle est instable pour
y′ = y2 (Exemple 9.3), mais asymptotiquement stable poury′ = y3. Ceci se voit à partir de la
forme analytique des solutions.

Exemple 9.12Le système
y′1 = (y1 − y2)(1− y1 − y2)/3

y′2 = y1(2− y2)
(9.9)

possède4 points critiques (c.-à-d., des points oùf(y) = 0, notamment(0, 0), (0, 1), (2, 2) et
(−1, 2)). Seulement le point(2, 2) est asymptotiquement stable (voir Fig. 9.2).

III.10 Exercices
1. Déterminer le type des équations différentielles suivantes parmi (I) séparation des variables, (II)

linéaire homogène, (III) lináire inhomogǹe, (IV) Bernoulli et (V) substitution de variable, sans les
résoudre. Si une équation est de type (V), donner la substitution. Attention, il peut y avoir plusieurs
solutions pour une équation.
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I II III IV V
1. u′ cos(u) = t
2. u′ + u = u3

3. u′ = 2 + u/t
4. u′ + u = e2t

5. tu′ = u+
√
t2 + u2

6. u′ + u/t+ t3u4 = 0
7. t2u′ − u2 = 1
8. u′ − 13u− 4ut = 2u2 + 2t2 + 5 + 13t
9. (1− t2)u′ − 2tu = t2

10. 2tu′ + u+ 3t2u2 = 0
11. (t cos(t))u′ + (cos(t) + t sin(t))u = 1
12.−1/u2 + 1/u− 2 = 0
13. u′ = u− 2u2

14. u+ u/t − tc log t = 2(c log(t1/2)u2 + tuc log(t))
15. u+ u′(t− u) = 0
16. u′ = u− 1/u

2. Déterminer le type des équations différentielles suivantes et les résoudre:

(x+ 1)y′ = −xy , x2y′ + xy +
√
|y| = 0 ,

xy′ =
√
x2 + y2 + y , (x+ y − 2) + (x− y + 4)y′ = 0 .

Indication. Pour la dernière équation, chercher une fonctionU(x, y) telle que∂U
∂x (x, y) = x+ y − 2

et ∂U
∂y (x, y) = x− y + 4.

3. Trouver la solution de
y′ − 2xy = cos x− 2x sinx

qui est bornée pourx→∞.

4. Considérons l’équation de Clairaut

y − xy′ + f(y′) = 0 .

Montrer que l’enveloppe de la famille de solutionsy = Cx− f(C) est donnée par

x(t) = f ′(t), y(t) = tf ′(t)− f(t) .

Montrer également que cette enveloppe est solution de l’équation de Clairaut (dans un voisinage de
x(t) oùx′(t) 6= 0).
Pourf(t) = 5(t3 − t)/2, exprimer l’enveloppe sous la formey(x) (voir Fig. 1.1).

5. Un chien court à une vitessew en direction de sa maı̂tresse, qui se promène à une vitessev (sur l’axe
y). Montrer que ceci conduit à l’équation différentielle

xy′′ = λ
√

1 + y′2, λ = v/w < 1 ,

et la résoudre.

6. Appliquer l’itération de Picard-Lindelöf à

y′ =
1√
x

+ y2 , y(0) = 0 .

7. Appliquer l’itération de Picard-Lindelöf au problème

y′1 = y1 + 2y2 , y1(0) = 0

y′2 = x2 − y1 , y2(0) = 0

et calculer les5 premiers termes de la série de Taylor de la solution.

8. On suppose quef(x, y) est continue et satisfait une condition de Lipschitz sur la bande infinieD =
{(x, y) ; a ≤ x ≤ b}. Montrer que le problèmey′ = f(x, y), y(x0) = y0 avecx0 ∈ [a, b] possède
une solution unique sur tout l’intervalle[a, b].
Indication. Suivre la démonstration du Théorème 2.3.
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9. Sous les hypothèses de l’exercice précédent, on considère l’opérateurT : C([a, b])→ C([a, b]) donné
par

(Ty)(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t))dt .

(a) Montrer que, pour la norme‖y‖∞ = max{|y(x)| ; x ∈ [a, b]}, l’opérateurT n’est pas toujours
une contraction.

(b) Trouverγ ∈ IR tel queT soit une contraction pour la norme

‖y‖ = max{|y(x)|e−γ|x−x0| ; x ∈ [a, b]} .
10. Considérons le problèmey′ = f(x, y), y(0) = 0, oùf : IR2 → IR est donnée par

f(x, y) =






0 si x ≤ 0, y ∈ IR
2x si x > 0, y ≤ 0

2x− 4y
x si x > 0, 0 < y < x2

−2x si x > 0, x2 ≤ y.
(a) Montrer quef est continue. Que signifie ceci pour le problème?
(b) Montrer que la fonctionf ne satisfait une condition de Lipschitz dans aucun voisinage de

l’origine.
(c) Appliquer l’itération de Picard-Lindelöf avecy0(x) ≡ 0. Les points d’accumulation de{yk(x)}

sont-ils des solutions?
(d) Montrer que le problème possède une unique solution. Laquelle?

11. Soitf : IR2 → IR de classeC1 et soit l’équation différentielle

y′′ = f(y, y′) .

Si f(0, 0) = 0, montrer que toute solution non nulle de cette équation n’aque des zéros simples.
Exemples:y′′ + y = 0, y′′ + sin y = 0.

12. Calculer l’intervalle maximal d’existence,Imax(x0, y0), pour une solution unique de

y′ = 1− y2 et y′ = y2 .

Pour le premier problème, trouver la réponse sans calculer explicitement la solution.

13. Soity′ = f(y) une équation autonome, oùf : IRn → IRn satisfait localement une condition de
Lipschitz. Montrer que si pour une solutiony : I → IRn, il existe t1, t2 ∈ I, t1 6= t2 avecy(t1) =
y(t2), alorsImax = IR et la solution est soit constante soit périodique.

14. Montrer l’affirmation suivante: Si le problèmey′ = f(x, y), y(x0) = y0, oùf(x, y) est une fonction
continue, possède une solution unique, alors les polygones d’Euler convergent vers cette solution.

15. On considère le problèmey′ = f(x, y), y(x0) = 0, où

f(x, y) =

{
4 sign(y)

√
|y| si |y| ≥ x2

4 sign(y)
√
|y|+ 4(x− |y|

x ) cos
(

π log x
log 2

)
si |y| < x2 ,

(voir la Fig. I.7.2 de [HNW93]). La fonctionf(x, y) est continue surIR2.

(a) Montrer que la suite des polygones d’Euler{yh(x)} ne converge pas pourh→ 0.
(b) Calculer les points d’accumulation de la suite{yh(x)} où h = 2−i, i ≥ 1, et montrer qu’ils

sont des solutions du problème de Cauchy.
Indication. Les solutions sont±4x2.

16. Pour la solution de l’équation de Ricatti

y′ = x2 + y2 , y(0) = 1 ,

démontrer que
1

1− x ≤ y(x) ≤ tan(x+
π

4
) .

Indication. Résoudreu′ = u2 − ǫ2 (ǫ→ 0) etv′ = v2 + 1.
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17. Résoudre l’équation

x′ = −y + x(ǫ− (x2 + y2))

y′ = x+ y(ǫ− (x2 + y2))

en passant en coordonnées polaires. Discuter de l’allure des solutions en fonction deǫ ∈ IR.
Remarque.Si ǫ > 0 on a une solution qui est un cercle de rayon

√
ǫ, puis lorsqueǫ devient négatif,

ce cercle disparait, c’est une Bifurcation de Hopf (Fig. 10.1).

1−1

1

−1

xx

yy

1−1

1

−1
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1−1

1

−1

xx

yy

Figure 10.1: Comportememt des solutions pourǫ = −1, ǫ = 0 et ǫ = 1.

18. On considère le problème
y′ = λy , y(0) = 1

sur l’intervalle[0, 1] avecλ > 0. Démontrer que les polygones d’Euleryh(x) satisfont

λ

1 + λh
yh(x) ≤ D+yh(x) ≤ λyh(x) .

En déduire que (
1 +

λ

n

)n

≤ eλ ≤
(

1 +
λ

n

)n+λ

.

19. Démontrer le “lemme de Gronwall”: S’il existeL > 0 tel que

m(x) ≤ ρ + ǫ(x− x0) + L

∫ x

x0

m(t)dt pour x ≥ x0 ,

alors
m(x) ≤ ρeL(x−x0) +

ǫ

L
(eL(x−x0) − 1) .

Indication. Dériver une inégalité différentielle pouru(x) := ρ + ǫ(x− x0) + L
∫ x
x0
m(t)dt.

20. Démontrer par un contre-exemple que l’affirmation (c.f. Théorème 5.2)

m(x0) ≤ u(x0)
D+m(x) ≤ g(x,m(x))
D+u(x) ≥ g(x, u(x))





=⇒ m(x) ≤ u(x)

n’est pas vraie sans hypothèses additionnelles (voir l’Exemple 3.1).

21. Démontrer que siA(x) est une matrice antisymétrique (AT = −A), alors la résolvante de

y′ = A(x)y

est une matrice orthogonale.
Indication. Montrer que le produit scalaire de deux solutions est constant.

22. Calculer la résolvante (représentation réelle) de l’équation différentielle

y′1 = cos(x)y1 − sin(x)y2

y′2 = sin(x)y1 + cos(x)y2 .

Indication. Trouver une équation différentielle pourz = y1 + iy2.
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23. Soit
y′ = A(x)y (10.1)

oùA(x) est une matrice d’ordren. Montrer que si l’on connait une solution non-trivialeϕ(x) de
(10.1), on peut réduire l’équation (10.1) à un problèmeanalogue mais où la matrice est d’ordren−1.
Indication. Si l’on suppose queϕ1(x) 6≡ 0, chercher une solution de la formey = uϕ(x) + z, oùu
est une fonction scalaire et oùz est de la formez = (0, z2, · · · , zn)T .

24. On considère le problème
y′ = 1− cos(xy) , y(0) = 0.1 . (10.2)

(a) Montrer que (10.2) possède une solution unique sur[0,∞).
(b) Calculer une solution approchée en remplaçantcos(xy) par1− (xy)2/2.
(c) Estimer la différence entre la solution exacte et la solution approchée sur l’intervalle[0, 1]. La

Fig. 10.2 illustre la solution exacte et approchée, on a unesingularité pour la solution approchée
enx = 601/3.

0 1 2 3 4 5 60

1

2

solution exacte

solution approchee

Figure 10.2: Allure de la solution exacte et de la solution approchée

25. A l’aide de l’exercice précédent, calculer la résolvanteR(x, 1) de l’équation

y′ =

(
1/x −1
1/x2 2/x

)
y

sachant qu’elle admety(x) = (x2,−x)T comme solution.

Remarque.Le résultat est

(
x2(1− lnx) −x2 lnx

x lnx x(1 + lnx)

)
.

26. A l’aide de l’exercice précédent, résoudre

y′ =

(
1/x −1
1/x2 2/x

)
y +

(
1
x2

)
, y(1) =

(
0
0

)
.

27. Calculer la solution générale de

y′ =




1 −2 0
2 0 −1
4 −2 −1


 y .

Indication.λ1 = 1 est une valeur propre.

28. Transformer la matrice

A =
1

9




14 4 2
−2 20 1
−4 4 20




sous forme normale de Jordan et calculer la résolvante dey′ = Ay.
Indication. Toutes les valeurs propres deA sont égales à2. La matriceT qui transformeA sous
forme de Jordan est donnée parT = (v1, v2, v3) où v3 6= 0 est arbitraire,v2 = (A − 2I)v3 et v1 est
un vecteur propre deA différent dev2.
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29. Supposons que la matriceA(x) soit continue sur l’intervalleI. Montrer que si les matricesA(x) et∫ x
x0
A(t)dt commutent pour toutx0, x ∈ I, alors la résolvante dey′ = A(x)y satisfait

R(x, x0) = exp

(∫ x

x0

A(t)dt

)
.

30. On considère le système

y′ =

(
x 1
0 0

)
y . (10.3)

(a) Montrer queA(x) et
∫ x
x0
A(t)dt ne commutent pas.

(b) Calculer la resolvante de (10.3).
(c) Montrer que dans ce cas particulierR(x, x0) 6= exp(

∫ x
x0
A(t)dt).

31. On suppose queA(x) soit périodique de périodep, c.à.d.A(x+ p) = A(x).

(a) Montrer que siΦ(x) est une matrice fondamentale, il existe une matriceC telle queΦ(x+kp) =
Φ(x)Ck pourk = 0, 1, 2 . . .

(b) Montrer que les valeurs propres deC ne dépendent pas du choix deΦ(x). Les valeurs propres
s’appellentmultiplicateurs de Floquet.

(c) Montrer que pour chaque valeur propreλ deC, il existe une solutiony(x) dey′ = A(x)y qui
vérifie y(x+ p) = λy(x) pour toutx (solutionsquasi-ṕeriodiques).

32. Soit le système

y′ = y(1− y) + z

z′ = z(1− z) .
Pourx0 = 0, y0 = 0, z0 = 0 calculer les quantités suivantes:

∂y

∂y0
(x, x0, y0, z0),

∂y

∂z0
(x, x0, y0, z0),

∂z

∂y0
(x, x0, y0, z0),

∂z

∂z0
(x, x0, y0, z0).

33. Soit l’équation différentielle
y′ = αy + β ,

avecα, β ∈ IR. Elle admet la solutiony(x) = −β/α. Malgré la régularité de la fonctionf(x, y) =
αy + β, cette solution est discontinue enα = 0. Comment réconcilier ce fait avec le théorème sur la
dérivabilité par rapport aux paramètres?

34. Considérons l’équation du pendule

y′′ + sin y = 0 , y(0) = ǫ , y′(0) = 0 ,

où l’amplitudeǫ est supposée petite. Montrer que la solution peut être écrite sous la forme

y(x) = ǫy1(x) + ǫ2y2(x) + ǫ3y3(x) +O(ǫ4) .

Calculery1(x), y2(x), y3(x).

35. Calculer la résolvanteR(x, x0) de l’équation

y′ =

(
2/x 1
3/x2 3/x

)
y

pourx, x0 > 0. Utiliser la transformationt = ln(x), zi(t) = xi−1yi(x).
Donner l’allure générale des systèmes différentiels de dimension≥ 2 que l’on peut résoudre à l’aide
de cette transformation.

36. Montrer que l’équation(aij ∈ IR)

y′ =

(
a11 a12

a21 a22

)
y

est asymptotiquement stable si et seulement si

a11 + a22 < 0 et a11a22 − a12a21 > 0 .
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37. Montrer que pour un système autonomey′ = f(y) le flot

Φt : IRn → IRn , Φt(y0) = y(t, 0, y0)

satisfait

Φt ◦ Φs = Φt+s .

38. Soity′ = Ay oùA est une matricen× n avec des coefficients réels. Soit

χA(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an

le polynôme caractéristique deA. Montrer qu’une condition nécessaire pour la stabilité asymptotique
dey′ = Ay est donnée par

a1 > 0 , a2 > 0 , · · · , an > 0 .

39. On considère le polynômep(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 coefficients réels. Montrer que si

a1 > 0, a3 > 0, a1a2 > a3

alors les racinesλi du polynômep(λ) satisfontℜλi < 0 .
Indication. Etudier la condition sur les coefficients quand une racine dep(λ) traverse l’axe imagi-
naire.
Remarque.Les conditions mentionnées sont également nécessaires, c’est un cas particulier du critère
de Routh-Hurwitz.

40. Aider James Watt à résoudre son problème de stabilit´e pour son moteur à vapeur de locomotive. On
a le système différentiel suivant:

ω′ = k cos(ϕ+ α)− F
ϕ′′ = ω2 sinϕ cosϕ− g sinϕ− bϕ′

aveck, F, g, b > 0, ω est la vitesse de rotation du moteur et l’accélération deϕ est déterminée par la
force centrifuge, poids et frotement [HNW93, p. 90–91].
Pourα = 0, calculer le point d’équilibre et déterminer sous quelles conditions le point est asympto-
tiquement stable.

41. Calculer les solutions stationnaires de

y′1 = −y1y
2
2 − 2y2

y′2 = y1 − y2
1y2

et montrer que la solution nulle est stable.
Indication. Trouvera > 0 et b > 0 tels que la dérivée deV (x) = ay2

1(x) + by2
2(x) soit non positive.

(Une telle fonction s’appellefonction de Lyapunov.)

42. Etudier la stabilité des quatre points critiques de l’´equation différentielle (voir Fig. 9.2)

y′1 = (y1 − y2)(1− y1 − y2)/3

y′2 = y1(2− y2) .

43. (a) Montrer que (
y′1
y′2

)
=

(
y2

−y1

)
+ (y2

1 + y2
2)

3 sin(
1

y2
1 + y2

2

)

(
y1

y2

)

possède dans chaques voisininages de l’origine, une infinité de solutions stables et une infinité
de solutions instables.
Indication. Regarder l’équation différentielle en coordonnées polaires.

(b) Est-ce que la solution nulle est stable, asymptotiquement stable?

44. On considère l’équationy′(x) = (A+B(x))y(x). Montrer que si les valeurs propres deA satisfont
Reλ < 0 et siB(x)→ 0 pourx→∞ alors l’équation différentielle est asymptotiquement stable.
Indication. Utiliser la démonstration du Théorème 9.9.
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45. Pour le “pendule double” déterminer les équations du mouvement en util-
isant le principe de Hamilton (voir Exercice II.19). Prendre les anglesα et
β comme coordonnées généralisées.

T =
m1

2
(ẋ2

1 + ẏ2
1) +

m2

2
(ẋ2

2 + ẏ2
2)

m1

ℓ1α

m2

ℓ2 β

U = m1gy1 +m2gy2



Chapter IV

Equations différentielles linéaires d’ordre 2

Contrairement au Chapitre III, où nous avons traité surtout le problème de Cauchy (équation
différentielle avec valeurs initiales données), nous allons étudier des solutions d’équations différentielles
assujeties à des conditions aux bords. Des exemples typiques sont ceux du paragraphe II.3, où on
cherche des solutions d’une équation différentielle d’ordre 2 satisfaisanty(a) = A et y(b) = B.
Dans ce chapitre, nous restreignons notre étude à des équations différentielles linéaires.

IV.1 Probl èmes aux limites – introduction

Pour illustrer la différence entre un problème de Cauchy et un problème aux limites, nous commençons
par un exemple très simple.

Exemple 1.1 Considérons l’équation différentielle

y′′ + y = 0,

dont la solution générale est donnée pary(x) = c1 sin x + c2 cos x. Avec des valeurs initiales
données,y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, le problème possède une solution unique quelles que soient les
valeurs dex0, y0, y

′
0.

Si la solution cherchée est déterminée par des conditions aux bords d’un intervalle, on peut
avoir les trois possibilités suivantes:

a)y(0) = 0, y(π) = 0 une infinité de solutions,y(x) = c1 sin x;

b) y(0) = 0, y(π) = 1 pas de solution;

c) y(0) = 0, y(1) = 2 une solution unique,y(x) = (2/ sin 1) sinx.

Dans une grande partie de ce chapitre, nous considéreronsl’ équation diff́erentielle lińeaire

a2(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a0(x)y = h(x), (1.1)

oùa0(x), a1(x), a2(x) eth(x) sont continues sur l’intervalle[a, b] et oùa2(x) 6= 0 sur [a, b]. Nous
étudions les solutionsy : [a, b] → IR assujetties auxconditions aux limites(conditions aux bords,
conditions de frontière)

α1y(a) + α2y
′(a) + α3y(b) + α4y

′(b) = γ1

β1y(a) + β2y
′(a) + β3y(b) + β4y

′(b) = γ2.
(1.2)
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Avec les abréviations

(Ly)(x) := a2(x)y
′′(x) + a1(x)y

′(x) + a0(x)y(x)

B1y := α1y(a) + α2y
′(a) + α3y(b) + α4y

′(b)

B2y := β1y(a) + β2y
′(a) + β3y(b) + β4y

′(b),

oùL : C2([a, b])→ C0([a, b]) etBi : C1([a, b])→ IR, le problème s’écrit sous la forme

Ly = h, B1y = γ1, B2y = γ2. (1.3)

On parle d’un problèmehomog̀ene, sih(x) ≡ 0 etγ1 = γ2 = 0.

Théorème 1.2 (existence et unicité) Soientu(x), v(x) deux solutions ind́ependantes deLy = 0.
Alors, le probl̀eme (1.3) poss̀ede une solution unique si et seulement si

det
(
B1u B1v
B2u B2v

)
6= 0. (1.4)

Par conśequent, le probl̀eme (1.3) poss̀ede une solution unique si et seulement si le problème
homog̀eneLy = 0, B1y = 0, B2y = 0 poss̀ede une solution unique (alternative de Fredholm).

Démonstration.Soitw(x) une solution particulière deLy = h. La solution générale deLy = h
est alors donnée pary(x) = c1u(x) + c2v(x) + w(x). Cette solution vérifie les conditions aux
limites (1.2) si et seulement si

(
B1u B1v
B2u B2v

)(
c1
c2

)
=
(
γ1 −B1w
γ2 −B2w

)
.

Sous la condition (1.4), ce système linéaire pourc1, c2 possède une solution unique.

Exemple 1.3 Considérons le problème

y′′ + y = 0, y(a) = A, y(b) = B.

On peut prendreu(x) = cosx et v(x) = sin x. Par le Théorème 1.2, ce problème possède une
solution unique si et seulement si

det
(

cos a sin a
cos b sin b

)
= cos a sin b− cos b sin a = sin(a− b) 6= 0,

c.-à-d., sib− a 6= kπ avec un entierk.

IV.2 La fonction de Green

Le but de ce paragraphe est de dériver une formule analogue `a celle de la “variation des constantes”
pour le problème aux limites.

L’équation (1.1) peut être écrite sous la forme équivalente
(
y
y′

)′
=
(

0 1
−a0(x)/a2(x) −a1(x)/a2(x)

)(
y
y′

)
+
(

0
h(x)/a2(x)

)
.

Notons la résolvante de ce système linéaire par

R(x, a) =
(
R1(x, a) R2(x, a)
R′

1(x, a) R′
2(x, a)

)
.
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Alors, la solution particulière deLy = h qui satisfait aux conditions initialesy(a) = 0, y′(a) = 0
est donnée par

y(x) =
∫ x

a
R2(x, t)

h(t)

a2(t)
dt =

∫ b

a
G0(x, t)h(t) dt,

où

G0(x, t) =

{
R2(x, t)/a2(t) si a ≤ t ≤ x ≤ b

0 si a ≤ x ≤ t ≤ b .
(2.1)

Remarquons que la fonctionR2(x, a) est la solution deLy = 0 qui vérifie R2(a, a) = 0 et
R′

2(a, a) = 1.

Théorème 2.1Sous les hypoth̀eses d’existence et d’unicité du Th́eor̀eme 1.2, il existe une unique
fonction continueG(x, t) sur [a, b] × [a, b] telle que la solution deLy = h, B1y = 0, B2y = 0 est
donńee par

y(x) =
∫ b

a
G(x, t)h(t) dt. (2.2)

Cette fonction s’appellefonction de Green.

Démonstration. Unicit́e. SoientG1(x, t) et G2(x, t) deux fonctions vérifiant (2.2). Comme la
solution deLy = h, B1y = 0,B2y = 0 est unique, on a

∫ b

a

(
G1(x, t)−G2(x, t)

)
h(t) dt = 0

pour toute fonction continueh(t). Ceci impliqueG1(x, t) = G2(x, t) sur[a, b]× [a, b].
Existence. Cherchons la fonctionG(x, t) sous la forme

G(x, t) = d1(t)u(x) + d2(t)v(x) +G0(x, t), (2.3)

où u(x), v(x) sont deux solutions indépendantes deLy = 0 et d1(t), d2(t) sont des fonctions
continues sur[a, b]. Avec cette fonctionG(x, t) la fonctiony(x) de (2.2) vérifieLy = h.

Nous allons encore déterminerd1(t) etd2(t) de manière à ce queB1G(·, t) = 0 etB2G(·, t) =
0 pour toutt ∈ (a, b). Ceci est équivalent à

(
B1u B1v
B2u B2v

)(
d1(t)
d2(t)

)
= −

(
B1G0(·, t)
B2G0(·, t)

)
.

Par hypothèse, ce système possède une solution unique pourd1(t), d2(t). Evidemment, la propriété
demandée pourG(x, t) entraı̂neB1y = 0 etB2y = 0 pour la fonction de (2.2).

Exemple 2.2 Calculons la fonction de Green pour le problème

y′′ = 0, y(0) = 0, y(1) = 0.

On aR2(x, t) = x− t et la fonction de Green est donc de la forme

G(x, t) = d1(t) · 1 + d2(t) · x+

{
x− t si 0 ≤ t ≤ x ≤ 1

0 si 0 ≤ x ≤ t ≤ 1 .
(2.4)

Les conditionsG(0, t) = 0 etG(1, t) = 0 impliquentd1(t) = 0 etd2(t) + 1− t = 0. On en déduit

G(x, t) =

{
t(x− 1) si 0 ≤ t ≤ x ≤ 1

(t− 1)x si 0 ≤ x ≤ t ≤ 1 .
(2.5)

Par conséquent, la solution dey′′ = h(x), y(0) = 0, y(1) = 0 satisfait

y(x) = (x− 1)
∫ x

0
t h(t) dt+ x

∫ 1

x
(t− 1)h(t) dt.
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Remarques. La solution du problème (1.3) satisfait

y(x) = y0(x) +
∫ b

a
G(x, t)h(t) dt,

oùy0(x) est la solution deLy = 0 satisfaisant les conditions aux bordsB1y = γ1 etB2y = γ2.
On peut interpréter la fonctionx 7→ G(x, t) comme solution deLy = δt où δt est la “fonction

δ de Dirac”.

IV.3 Probl èmes adjoints et auto-adjoints

Rappelons que, pour un opérateur linéaireA dansIRn (donné par une matriceA), l’opérateur
adjointA∗ est défini par la relation〈Au, v〉 = 〈u,A∗v〉. Il est donné par la transposéeAT de la
matriceA.

Dans le contexte des équations différentielles, consid´erons le produit scalaire

〈f, g〉 =
∫ b

a
f(x)g(x) dx (3.1)

surC([a, b]) (où [a, b] est un intervalle compact) et un problème aux limites donn´e parL,B1, B2.
Le but de ce paragraphe est de déterminerL∗, B∗

1 , B
∗
2 tels que

〈Ly, z〉 = 〈y, L∗z〉 (3.2)

pour toutes fonctionsy, z ∈ C2([a, b]) satisfaisantB1y = B2y = 0 etB∗
1z = B∗

2z = 0.

Lemme 3.1 Soienta2 ∈ C2([a, b]), a1 ∈ C1([a, b]) et a0 ∈ C0([a, b]) aveca2(x) 6= 0 sur [a, b].
Avec l’oṕerateur

L∗z := (a2(x)z)
′′ − (a1(x)z)

′ + a0(x)z (3.3)

on a l’identit́e

〈Ly, z〉 − 〈y, L∗z〉 = a2(x)
(
y′(x)z(x)− y(x)z′(x)

)∣∣∣
b

a
+
(
a1(x)− a′2(x)

)
y(x)z(x)

∣∣∣
b

a
(3.4)

pour toutes fonctionsy, z ∈ C2([a, b]). L’opérateurL∗ de (3.3) est appeléopérateur adjointdeL.

Démonstration.Dans l’expression

〈Ly, z〉 =
∫ b

a

(
a2(x)y

′′(x) + a1(x)y
′(x) + a0(x)y(x)

)
z(x) dx (3.5)

il faut éliminer les dérivées dey(x). Ceci se fait par intégration par parties comme suit:

∫ b

a
a2(x)y

′′(x)z(x) dx = y′(x)a2(x)z(x)
∣∣∣
b

a
−
∫ b

a
y′(x)(a2z)

′(x) dx

= y′(x)a2(x)z(x)
∣∣∣
b

a
− y(x)(a2z)

′(x)
∣∣∣
b

a
+
∫ b

a
y(x)(a2z)

′′(x) dx

∫ b

a
a1(x)y

′(x)z(x) dx = y(x)a1(x)z(x)
∣∣∣
b

a
−
∫ b

a
y(x)(a1z)

′(x) dx.

En insérant ces deux intégrales dans (3.5), on obtient l’identité désirée.
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Théorème 3.2Consid́erons le probl̀emeLy = 0, B1y = 0, B2y = 0, où L satisfait les hy-
poth̀eses du Lemme 3.1 et où les vecteurs(α1, α2, α3, α4) et (β1, β2, β3, β4) définissantB1 etB2

sont lińeairement ind́ependants. Alors, il existe

B∗
1z = γ1z(a) + γ2z

′(a) + γ3z(b) + γ4z
′(b)

B∗
2z = δ1z(a) + δ2z

′(a) + δ3z(b) + δ4z
′(b),

(3.6)

tels que〈Ly, z〉 = 〈y, L∗z〉 pour toutes les fonctionsy, z ∈ C2([a, b]) satisfaisantB1y = B2y = 0
etB∗

1z = B∗
2z = 0. Les coefficientsγi et δi ne sont pas uniques, mais l’espace des fonctionsz qui

satisfontB∗
1z = B∗

2z = 0 est unique.

Démonstration.Le membre droit de l’équation (3.4) peut être écrit sous la forme~y TC~z où ~y =
(y(a), y′(a), y(b), y′(b))T , ~z = (z(a), z′(a), z(b), z′(b))T et

C =
(−D(a) 0

0 D(b)

)
avec D(x) =

(
a1(x)− a′2(x) −a2(x)

a2(x) 0

)
.

Considérons une matrice inversibleB de dimension4, dont les deux premières colonnes sont
les vecteurs(α1, α2, α3, α4)

T et (β1, β2, β3, β4)
T . On a alors que(B1y, B2y, · , · ) = ~y TB et on

obtient
~y TC~z = (B1y, B2y, · , · )B−1C~z.

Si l’on dénote par(γ1, γ2, γ3, γ4) et(δ1, δ2, δ3, δ4) les deux dernières lignes de la matriceB−1C, on
voit que~y TC~z = 0 (et donc〈Ly, z〉 = 〈y, L∗z〉) pour des fonctionsy, z satisfaisantB1y = B2y =
0 etB∗

1z = B∗
2z = 0.

Les coefficientsγi et δi dépendent du choix de la matriceB. Si B̂ est une autre matrice in-
versible dont les deux premières colonnes sont comme pourB, on a

B̂ = B
(
I U
0 V

)
et B̂−1 =

(
I −UV −1

0 V −1

)
B−1,

oùI est la matrice identité de dimension2. Les coefficientŝγi et δ̂i, qui correspondent au choix̂B,
sont alors reliés avecγi et δi par

(
γ̂1 γ̂2 γ̂3 γ̂4

δ̂1 δ̂2 δ̂3 δ̂4

)
= V −1

(
γ1 γ2 γ3 γ4

δ1 δ2 δ3 δ4

)
.

Ils définissent alors des conditions aux bords qui sont équivalentes à (3.6).

Définition 3.3 Si le problèmeL,B1, B2 satisfait les hypothèses du Théorème 3.2, on appelle
L∗, B∗

1 , B
∗
2 , données par (3.3) et (3.6), leproblème aux limites adjoint.

Le problème est ditauto-adjoint, si L∗ = L et si les conditionsB∗
1z = B∗

2z = 0 sont
équivalentes àB1z = B2z = 0.

En développant l’expression (3.3) pourL∗z on obtient

L∗z = a2(x)z
′′ + (2a′2(x)− a1(x))z

′ + (a′′2(x)− a′1(x) + a0(x))z.

L’opérateurL est donc auto-adjoint, si et seulement sia′2(x) = a1(x), c.-à-d., s’il est de la forme
Ly = (a2(x)y

′)′ + a0(x)y.
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Exemple 3.4 Le problème

(a2(x)y
′)′ + a0(x)y = 0 a2 ∈ C1([a, b]) et a2(x) 6= 0 sur [a, b], a0 ∈ C0([a, b]),

αy(a) + βy′(a) = 0 |α|+ |β| > 0,

γy(b) + δy′(b) = 0 |γ|+ |δ| > 0

est un problème auto-adjoint. Pour voir ceci, il suffit de d´emontrer que

〈Ly, z〉 − 〈y, Lz〉 = a2(x)
(
y′(x)z(x) − y(x)z′(x)

)∣∣∣
b

a

(voir le Lemme 3.1) s’annule pour toutes les fonctionsy et z satisfaisant les conditions aux bords.
On voit facilement quey′(x)z(x) − y(x)z′(x) s’annule pourx = a et pourx = b. Par exemple, si
α 6= 0, on a

y′(a)z(a) − y(a)z′(a) = y′(a)
(
−β
α
z′(a)

)
−
(
−β
α
y′(a)

)
z′(a) = 0.

Proposition 3.5 Sous les hypoth̀eses du Th́eor̀eme 3.2, le problèmeLy = 0, B1y = 0, B2y = 0
poss̀ede une solution unique, si et seulement si le problème adjointL∗z = 0, B∗

1z = 0, B∗
2z = 0

poss̀ede une solution unique.
Les fonctions de Green pour les deux problèmes satisfont alors

G∗(x, t) = G(t, x). (3.7)

En particulier, la fonction de Green d’un problème auto-adjoint est symétrique.

Démonstration.Supposons queLy = 0, B1y = 0, B2y = 0 possède une solution unique et notons
par z une solution deL∗z = 0, B∗

1z = 0, B∗
2z = 0. Avec y(x), solution deLy = z, B1y =

0, B2y = 0, on obtient

‖z‖2 = 〈z, z〉 = 〈Ly, z〉 = 〈y, L∗z〉 = 〈y, 0〉 = 0.

Doncz = 0 et l’unicité de la solution du problème adjoint est démontrée.
Pour démontrer la relation (3.7), considérons deux fonctions continuesf(x) etg(x) et définissons

y(x) =
∫ b

a
G(x, t)f(t) dt, z(x) =

∫ b

a
G∗(x, t)g(t) dt.

Par définition de la fonction de Green, les fonctionsy et z satisfontLy = f, B1y = 0, B2y = 0
etL∗z = g, B∗

1z = 0, B∗
2z = 0. La relation〈Ly, z〉 = 〈y, L∗z〉 (c.-à-d.,〈f, z〉 = 〈y, g〉) implique

alors
∫ b

a

∫ b

a

(
G∗(x, t)−G(t, x)

)
f(x)g(t) dt dx = 0.

Comme cette relation est vérifiée pour toutes fonctions continuesf et g, on en déduit la relation
(3.7).
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IV.4 Le probl ème de Sturm–Liouville

Une motivation du problème de Sturm–Liouville (voir plus bas pour
sa définition) est l’étude del’ équation de la chaleur

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
pour x ∈ (0, 1), t > 0,

t

u

u(t, 0) = 0, u(t, 1) = 0 (conditions aux bords)

u(0, x) = f(x) (condition initiale).

L’idée consiste à chercher des solutions de la formeu(t, x) = z(t) · y(x) (“séparation des
variables”). L’équation aux dérivées partielles devient alorsz′(t)y(x) = z(t)y′′(x) ce qui est
équivalent à

z′(t)

z(t)
=

y′′(x)

y(x)
= λ

(λ est forcément constant, carz′(t)/z(t) ne dépend que det ety′′(x)/y(x) seulement dex). On est
alors conduit au problème

y′′ = λy, y(0) = 0, y(1) = 0 (4.1)

et à la question:pour quelλ ce probl̀eme poss̀ede-t-il une solution non nulle?Dans ce cas partic-
ulier, il est facile de trouver la réponse. La solution générale dey′′ = λy estc1e

√
λx + c2e

−
√

λx (si
λ 6= 0). Donc, le problème (4.1) possède une solution non nulle si et seulement si

0 = det
(

1 1
e
√

λ e−
√

λ

)
= e−

√
λ − e

√
λ = e−

√
λ(1− e2

√
λ).

Par conséquent, il faut que2
√
λ = 2kπi avec un entierk 6= 0, et doncλ = −k2π2. La solution

non nulle de (4.1) est donnée pary(x) = sin(kπx). Commeeλt est une solution dez′ = λz, on
obtiente−k2π2t sin(kπx) comme solution de l’équation de la chaleur qui vérifie les conditions aux
bords. Par linéarité, on voit que

u(t, x) =
∑

k≥1

cke
−k2π2t sin(kπx) (4.2)

est aussi une solution. Pour satisfaire la condition initiale f(x) = u(0, x) =
∑

k≥1 ck sin(kπx), on
choisitck comme coefficient de Fourier de la fonctionf(x).

Pour un problème plus général que l’équation de la chaleur, par exemple,

∂u

∂t
=

1

r(x)

(
∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
+ q(x)u

)
(4.3)

avec les conditions aux bordsu(t, 0) = 0 (Dirichlet) et ∂u
∂x

(t, 1) = 0 (Neumann) et la condition
initiale u(0, x) = f(x), la “séparation des variables” donne

z′(t)

z(t)
=

1

r(x)y(x)

(
(p(x)y′(x))′ + q(x)y(x)

)
= −λ.

Il faut alors étudier l’existence de solutions non nulles du problème

(p(x)y′)′ + q(x)y + λr(x)y(x) = 0, y(0) = 0, y′(1) = 0.
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Formulation du probl ème de Sturm–Liouville.Considérons

Ly + λry = 0, B1y = 0, B2y = 0 (4.4)

où

Ly = (p(x)y′)′ + q(x)y p ∈ C1([a, b]) et p(x) > 0 sur [a, b], q ∈ C0([a, b])

B1y = αy(a) + βp(a)y′(a) |α|+ |β| > 0

B2y = γy(b) + δp(b)y′(b) |γ|+ |δ| > 0

et où r(x) est continue et strictement positive sur[a, b]. Le problème consiste à chercher des
nombres complexesλ et des fonctions non nullesy(x), tels que (4.4) est vérifié. On appelleλ une
valeur propreety(x) unefonction propredu problème de Sturm–Liouville. Le but est d’étudier les
valeurs propres et les fonctions propres et de montrer l’existence d’une infinité de valeurs propres
comme c’est le cas pour le problème (4.1).

Théorème 4.1Les valeurs propres du problème de Sturm–Liouville sont

• réelles (parce que le problème est auto-adjoint),

• simples (c.-̀a-d., les fonction propres forment un espace de dimension1).

Démonstration.Soientλ = λ1 + iλ2 une valeur propre ety = y1 + iy2 une fonction propre
correspondante. Les parties réelles et imaginaires de (4.4) donnent

Ly1 + r(λ1y1 − λ2y2) = 0 B1y1 = 0 B2y1 = 0

Ly2 + r(λ2y1 + λ1y2) = 0 B1y2 = 0 B2y2 = 0.

Comme le problèmeL,B1, B2 est auto-adjoint, on a

0 = 〈Ly1, y2〉 − 〈y1, Ly2〉

=
∫ b

a
r(x)

(
−λ1y1(x) + λ2y2(x)

)
y2(x) dx+

∫ b

a
r(x)

(
λ2y1(x) + λ1y2(x)

)
y1(x) dx

= λ2

∫ b

a
r(x)

(
y2

1(x) + y2
2(x)

)
dx.

Ceci démontreλ2 = 0, carr(x) > 0 sur [a, b] ety1 + iy2 6= 0.
Supposons que, pour unλ fixé, le problème (4.4) possède deux solutions indépendantesu(x)

et v(x). Alors, toutes les solutions deLy + λry = 0 sont de la formey(x) = c1u(x) + c2v(x)
et satisfontB1y = B2y = 0. Ceci est une contradiction, car on peut choisiry(a), y′(a) tels que
αy(a) + βp(a)y′(a) 6= 0.

Une conséquence de ce théorème est que les fonctions propres peuvent être choisies réelles.
En effet, siy = y1 + iy2 est une fonction propre pour unλ ∈ IR, y1 et y2 sont aussi des fonctions
propres pourλ. Elles sont donc linéairement dépendantes.

Théorème 4.2 (orthogonalit́e des fonctions propres)Soity(x) une fonction propre pour la valeur
propreλ et soitz(x) une fonction propre pourµ (µ 6= λ). Alors,

∫ b

a
r(x)y(x)z(x) dx = 0.

Démonstration.Commey et z satisfont les conditions aux bords, on a

0 = 〈Ly, z〉 − 〈y, Lz〉 = −λ〈ry, z〉+ µ〈y, rz〉 = (µ− λ)
∫ b

a
r(x)y(x)z(x) dx.

L’affirmation est alors une conséquence deµ 6= λ.
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Exemple 4.3 Pour le problème

y′′ + λy = 0, y(0) = 0, y(1) = 0

(voir (4.1)) les valeurs propres sontλk = k2π2 et les fonctions propres sontyk(x) = sin(kπx). Le
Théorème 4.2 est une généralisation de la relation bienconnue

∫ 1

0
sin(kπx) sin(ℓπx) dx = 0 si k 6= ℓ.

IV.5 Th éorème de comparaison de Sturm

Nous allons démontrer qu’un problème auto-adjoint poss`ede une infinité de valeurs propresλk qui
tendent vers+∞.

Théorème 5.1 (Sturm 1836)Consid́erons les deux́equations diff́erentielles

(p(x)y′)′ + q(x)y = 0

(p̂(x)ŷ ′)′ + q̂(x)ŷ = 0
(5.1)

(p(x), p̂(x) contin̂ument diff́erentiables etq(x), q̂(x) continues) et supposons que

0 < p̂(x) ≤ p(x), q̂(x) ≥ q(x) sur [a, b]. (5.2)

Si les solutionsy(x), ŷ(x) sont lińeairement ind́ependantes et siy(x1) = y(x2) = 0 avecx1 < x2,
alors il existex3 ∈ (x1, x2) tel queŷ(x3) = 0.

Démonstration.Les expressionsy(x) etp(x)y′(x) ne s’annulent pas en même temps (sinony(x) ≡
0, ce qui n’est pas possible). On peut donc utiliser des coordonnées polaires

p(x)y′(x) = ρ(x) cosϕ(x), y(x) = ρ(x) sinϕ(x)

oùρ(x) > 0 sur [a, b]. On calcule les dérivées

(p(x)y′(x))′ = ρ′(x) cosϕ(x)− ρ(x)ϕ′(x) sinϕ(x)

y′(x) = ρ′(x) sinϕ(x) + ρ(x)ϕ′(x) cosϕ(x)

et, en utilisant (5.1), on obtient les équations différentielles suivantes:

ϕ′ =
1

p(x)
cos2 ϕ+ q(x) sin2 ϕ, ρ′ =

( 1

p(x)
− q(x)

)
sinϕ cosϕ · ρ. (5.3)

De la même manière on définitρ̂(x), ϕ̂(x) et on obtient des équations différentielles analogues.
Supposons maintenant quex1, x2 soient deux zéros consécutifs dey(x). Alorsϕ(x1) etϕ(x2)

sont des multiples entiers deπ. De l’équation différentielle (5.3), on voit queϕ′(x1) > 0 et
ϕ′(x2) > 0. Donc, on peut supposer que

ϕ(x1) = 0, ϕ(x2) = π, ϕ̂(x1) ∈ [0, π)

(on supposêy(x1) ≥ 0, sinon on multipliêy(x) par−1). L’hypothèse (5.2) nous donne l’inégalité
différentielle

ϕ̂ ′ =
1

p̂(x)
cos2 ϕ̂+ q̂(x) sin2 ϕ̂ ≥ 1

p(x)
cos2 ϕ̂+ q(x) sin2 ϕ̂. (5.4)
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Commeϕ̂(x1) ≥ ϕ(x1), on en déduit (utiliser le Théorème III.5.2; pour être précis, il faut sous-
traire unǫ > 0 et considérer la limiteǫ→ 0) que

ϕ̂(x) ≥ ϕ(x) pour tout x ∈ [x1, x2].

Dans le cas où il existex0 ∈ (x1, x2) avec ϕ̂(x0) > ϕ(x0), on a ϕ̂(x) > ϕ(x) pour tout
x ≥ x0 (car ϕ̂(x) ≥ ϕ̃(x) > ϕ(x) où ϕ̃(x) est la solution de (5.3) avec̃ϕ(x0) = ϕ̂(x0)). Comme
ϕ(x2) = π, il existe alorsx3 ∈ (x1, x2) avecϕ̂(x3) = π, c.-à-d.,ŷ(x3) = 0.

Dans le cas contraire, on âϕ(x) = ϕ(x) sur [x1, x2]. Ceci impliqueϕ̂ ′(x) = ϕ′(x) et

( 1

p̂(x)
− 1

p(x)

)
cos2 ϕ(x) +

(
q̂(x)− q(x)

)
sin2 ϕ(x) = 0.

Par l’hypothèse (5.2) les deux termes s’annulent séparement:

1

p̂(x)
cosϕ(x) =

1

p(x)
cosϕ(x), q̂(x) sinϕ(x) = q(x) sinϕ(x).

On voit donc queρ(x) et ρ̂(x) sont solutions de la même équation différentielle du typeρ′ = a(x)ρ.
On en déduit quêρ(x) = Cρ(x) et ŷ(x) = Cy(x), ce qui est une contradiction.

Exemple 5.2 Comme illustration pour la démonstration du théorème suivant, nous considérons le
problème

((1− 0.8 sin2 x)y′)′ − (x− λ)y = 0, y(0) = 0, y(π) = 0. (5.5)

Fig. 5.1 (dessin de gauche) montre les solutions de l’équation différentielle (5.5) avec pour valeurs
initialesy(0) = 0, y′(0) = 1 et pour les valeursλ = 2.1, 2.1+δ, 2.1+2δ, pourλ = 4, 4+3δ, 4+6δ,
ainsi que pourλ = 6, 6 + 6δ, 6 + 12δ (δ = 0.05). On peut observer que les racines de la solution
se déplacent vers la gauche (en direction de l’origine), siλ croı̂t.

Le dessin de droite montre les cinq premières fonctions propres du problème (5.5), normalisées
à y′(0) = 1. Les valeurs propres de ce problème sont2.1224, 3.6078, 6.0016, 9.3773, 13.7298,
19.053, 25.347, 32.609, 40.841, 50.041, . . .

1 2 3

−.5

.0

.5

1.0

1 2 3

−.5

.0

.5

1.0λ=2.1

λ=4

λ=6

y0(x)

y1(x)

y2(x)

Figure 5.1: Solutions du problème de Sturm–Liouville (Exemple 5.2)

Théorème 5.3Consid́erons le probl̀eme

(p(x)y′)′ + q(x)y + λy = 0, y(0) = 0, y(1) = 0, (5.6)

où p(x) est contin̂ument diff́erentiable et strictement positive sur[0, 1], et òu q(x) est continue.
Alors, les valeurs propres et les fonctions propres satisfont:
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• les valeurs propres forment une suite infinieλ0 < λ1 < λ2 < . . . ,

• la jème fonction propreyj(x) poss̀ede exactementj zéros dans l’intervalle ouvert(0, 1),

• entre deux źeros conśecutifs deyj(x) il y a un źero unique deyj+1(x),

• si 0 < K1 ≤ p(x) ≤ K2 et L2 ≤ q(x) ≤ L1 sur [0, 1], alors

−L1 +K1j
2π2 ≤ λj ≤ −L2 +K2j

2π2, (5.7)

en particulier,λj →∞ pour j →∞.

Démonstration.Notons pary(x, λ) la solution de

(p(x)y′)′ + (q(x) + λ)y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1 (5.8)

(on peut supposer la normalisationy′j(0) = 1 pour les fonctions propres). La fonctiony(x, λ) est de
classeC1 (voir le paragraphe III.8). Notons parξj(λ) la jème racine positive dey(x, λ) = 0. Cette
racine est simple (à cause de l’unicité de la solution) et doncξj(λ) est continûment différentiable
(par le théorème des fonctions implicites).

a) Montrons d’abord queξj(λ) est strictement décroissant

ξj(λ+ ∆λ) < ξj(λ) pour ∆λ > 0.

L’idée est d’appliquer le Théorème 5.1 avecp̂(x) = p(x) et avecq(x) et q̂(x) remplacés par
q(x) + λ et q(x) + λ + ∆λ respectivement. Entre0 et ξ1(λ) il y a donc un zéro dey(x, λ+ ∆λ),
c.-à-d.,ξ1(λ + ∆λ) < ξ1(λ). Entreξ1(λ) et ξ2(λ) il y a un autre zéro dey(x, λ + ∆λ), donc
ξ2(λ+ ∆λ) < ξ2(λ), etc.

b) Comparons l’équation différentielle (5.8) avecK1ŷ
′′ + (L1 + λ)ŷ = 0 , dont ŷ(x) =

sin(x
√

(L1 + λ)/K1) est une solution. Si

L1 + λ < K1j
2π2,

le nombre de zéros dêy(x) dans(0, 1] est≤ j − 1. Par le Théorème 5.1 de Sturm, le nombre de
zéros dey(x, λ) dans(0, 1] est aussi≤ j − 1 (argumenter par l’absurde).

c) Comparons encore avecK2ŷ
′′ + (L2 + λ)ŷ = 0 , et ŷ(x) = sin(x

√
(L2 + λ)/K2). Si

L2 + λ > K2j
2π2,

le nombre de zéros dêy(x) dans(0, 1) est≥ j. En échangeant les rôles dey et ŷ dans le
Théorème 5.1, on voit que le nombre de zéros dey(x, λ) dans(0, 1) est aussi≥ j.

Les affirmations du théorème sont une conséquence directe de ces trois propriétés. L’existence
d’une suite infinie de valeurs propres et l’estimation (5.7)suivent de (b) et (c). La monotonie de
ξj(λ) implique les propriétés affirmées concernant des fonctions propres.

Remarque.Sous les hypothèses du Théorème 5.3 les fonctions propres engendrent tout l’espace
L2([a, b]). Une série comme dans (4.2) nous permet donc de satisfaire la condition initiale pour
(4.3).
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IV.6 Equations diff érentielles avec des singularit́es

Les vibrations transversales de la membrane d’un tambour sont décrites par l’équation des ondes

∂2u

∂t2
= c2∆u pour (x, y) ∈ Ω et t > 0, (6.1)

où Ω = {(x, y) ; x2 + y2 < 1}. La valeuru(t, x, y) représente le déplacement transversal d’un
point (x, y) de la membrane en fonction du temps. On supposeu(t, x, y) = 0 pour (x, y) ∈ ∂Ω
(la membrane est fixée au bord) et des valeurs initiales pouru(0, x, y) et ∂u

∂t
(0, x, y). Comme

dans le paragraphe IV.4 pour l’équation de la chaleur, la “séparation des variables”u(t, x, y) =
T (t) · v(x, y) conduit à

T ′′

c2T
=

∆v

v
= −λ2.

L’équation différentielle pourT (t) donne les oscillations en temps etv(x, y) doit satisfaire

∆v + λ2v = 0 sur Ω
v = 0 sur ∂Ω.

(6.2)

Pour résoudre ce problème sur le disqueΩ, il est naturel d’introduire des coordonnées polaires
x = r cosϕ, y = r sinϕ et de considérer la fonctionw(r, ϕ) = v(x, y) = v(r cosϕ, r sinϕ). Un
calcul direct montre que le problème (6.2) devient

∂2w

∂r2
+

1

r

∂w

∂r
+

1

r2

∂2w

∂ϕ2
+ λ2w = 0 (6.3)

w(1, ϕ) = 0, w(r, 0) = w(r, 2π),
∂w

∂ϕ
(r, 0) =

∂w

∂ϕ
(r, 2π), (6.4)

où la limite limr→0w(r, ϕ) est constante et indépendante deϕ. Une deuxième “séparation des
variables”w(r, ϕ) = a(r) · z(ϕ) donne

r2a′′ + ra′ + λ2r2a

a
= −z

′′

z
= C.

La condition de périodicitéz(0) = z(2π), z′(0) = z′(2π) implique queC = n2 avec un entiern.
Les solutions pourz(ϕ) sont alorsz(ϕ) = c1 cosnϕ + c2 sinnϕ. Pour la fonctiona(r) on obtient
l’équation différentielle

r2a′′ + ra′ + (λ2r2 − n2)a = 0 (6.5)

avec les conditions aux bords

a(1) = 0 et a(0) =

{
0 si n > 0

une valeur finie sin = 0.

0 5 10 15 200

1

.5 1.00

1

Figure 6.1: Fonctions de BesselJn(x) (gauche),J0(j0kr) (droite)
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n=0, k=1, j= 2.4048 n=0, k=2, j= 5.5201 n=0, k=3, j= 8.6537 n=0, k=4, j=11.7915

n=1, k=1, j= 3.8317 n=1, k=2, j= 7.0156 n=1, k=3, j=10.1735 n=1, k=4, j=13.3237

n=2, k=1, j= 5.1356 n=2, k=2, j= 8.4172 n=2, k=3, j=11.6198 n=2, k=4, j=14.7960

n=3, k=1, j= 6.3802 n=3, k=2, j= 9.7610 n=3, k=3, j=13.0152 n=3, k=4, j=16.2235

Figure 6.2: Fonctions propresJn(jnkr) cosnϕ du Laplacien sur le disque

Pour λ 6= 0 la transformationx = λr et y(x) = a(r) élimine le paramètreλ de l’équation
différentielle et (6.5) devientl’ équation de Bessel

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0. (6.6)

Nous allons démontrer plus tard dans ce paragraphe que cette équation différentielle possède une
solutionJn(x) qui est bornée pourx→ 0 (on aJn(0) = 0 pourn > 0) et qui possède une infinité
de zéros positifs0 < jn1 < jn2 < jn3 < . . . (voir la Fig. 6.1 et l’Exercice 17). La fonction
a(r) = Jn(jnkr) satisfait alors (6.5) avecλ = jnk et aussia(1) = 0. Par conséquent,

Jn(jnkr) cosnϕ et Jn(jnkr) sinnϕ

sont des solutions de (6.2) (Fig. 6.2). Par superposition, on obtient la solution générale.

Une particularité de l’équation de Bessel (6.6) est que lecoefficienta2(x) = x2 dey′′ s’annule
en un point où on s’intéresse à la solution.

Définition 6.1 Si l’équation différentielle est sous la forme

(x− x0)
2y′′ + (x− x0)p(x)y

′ + q(x)y = 0, (6.7)

oùp(x) etq(x) sont analytiques dans un voisinage dex0, alors le pointx0 s’appellepoint singulier
régulierde l’équation différentielle.

Exemple 6.2 Le pointx = 0 est un point singulier régulier de l’équation de Bessel (6.6). Pour
l’ équation hyperǵeometrique

x(1− x)y′′ + (c− (a+ b+ 1)x)y′ − aby = 0 (6.8)

les pointsx = 0 et x = 1 sont singuliers réguliers (multiplier l’équation parx/(1 − x) pour voir
que (6.8) est sous la forme (6.7) proche de l’origine).
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Pour résoudre (6.7), écrivons les fonctionsp(x), q(x) sous la forme d’une série

p(x) =
∑

j≥0

pj(x− x0)
j , q(x) =

∑

j≥0

qj(x− x0)
j. (6.9)

Si p(x) = p0 etq(x) = q0 sont constantes (équation de Cauchy, voir [HW95, Sect. II.8]), on trouve
des solutions de la formey(x) = (x−x0)

α oùα(α− 1)+ p0α+ q0 = 0. Ceci suggère de chercher
des solutions de (6.7) sous la forme

y(x) = (x− x0)
α
∑

j≥0

cj(x− x0)
j =

∑

j≥0

cj(x− x0)
j+α avec c0 6= 0. (6.10)

On calcule les dérivées

y′(x) =
∑

j≥0

cj(j + α)(x− x0)
j+α−1, y′′(x) =

∑

j≥0

cj(j + α)(j + α− 1)(x− x0)
j+α−2

et on les insert dans l’équation différentielle (6.7). Encomparant les coefficients de(x − x0)
k+α,

on voit quey(x) de (6.10) est une solution de (6.7) si et seulement si pour tout k ≥ 0

ck(k + α)(k + α− 1) +
k∑

j=0

cj(j + α)pk−j +
k∑

j=0

cjqk−j = 0.

Cette relation peut être écrite sous la forme

ckf(k + α) +
k−1∑

j=0

cj
(
(j + α)pk−j + qk−j

)
= 0 (6.11)

avec
f(α) = α(α− 1) + αp0 + q0. (6.12)

Pourk = 0 on obtientc0f(α) = 0 et doncf(α) = 0 (carc0 6= 0). Commef(α) est un polynôme
de degré2, on a en général deux choix possibles pour la valeur deα.

Lemme 6.3 Soitc0 arbitrairement donńe et supposons que

f(α) = 0 et f(α + k) 6= 0 pour k = 1, 2, . . . .

Alors, la śerie
∑

k≥0 ck(x − x0)
k avec les coefficientsck donńes par (6.11), possède un rayon de

convergence≥ min(ρp, ρq), où ρp etρq sont les rayons de convergence des séries (6.9).

Démonstration.Le fait quef(α+k) est un polynôme de degré2 enk et l’hypothèsef(α+k) 6= 0
pourk = 1, 2, . . . impliquent que

|f(α+ k)| ≥ µk2 pour k = 1, 2, . . .

avec unµ > 0. Fixons maintenant unρ < min(ρp, ρq). On a alors

|pj|ρj ≤Mp et |qj|ρj ≤Mq pour j = 1, 2, . . .

et la relation (6.11) implique que pourk ≥ 1

|ck| ≤
1

µk2

k−1∑

j=0

|cj |
(
|j + α|Mp +Mq

)
ρj−k ≤ M

k

k−1∑

j=0

|cj|ρj−k

avec une constanteM ≥ 1. Par récurrence surk, on en déduit que

|ck| ≤ |c0|MkM−1ρ−k pour k = 1, 2, . . .

(utiliser l’inégalité1 + M
∑k−1

j=1 j
M−1 ≤ kM ). Ceci entraı̂ne que le rayon de convergence de la

série
∑

k≥0 ck(x− x0)
k est≥ ρ.
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Si α1 etα2 (avecℜα1 ≥ ℜα2) sont les deux racinces de l’équationf(α) = 0, la fonction

y1(x) = (x− x0)
α1

∑

j≥0

cj(α1)(x− x0)
j

est une solution de (6.7), carf(α1 +k) 6= 0 pour toutk ≥ 1. Nous avons noté les coefficientscj de
(6.11) parcj(α) pour indiquer la dépendance du paramètreα. Comment trouve-t-on une deuxième
solution de (6.7) qui est linéairement indépendante dey1(x)?

Cas 1. Si α1 − α2 6∈ ZZ, on est sûr quef(α2 + k) 6= 0 pourk ≥ 1. Donc,

y2(x) = (x− x0)
α2
∑

j≥0

cj(α2)(x− x0)
j

est une deuxième solution de (6.7). Elle est indépendantede y1(x), car les termes dominants
possèdent des puissances différentes.

Cas 2. Si α1 − α2 = m ∈ ZZ, on a quef(α2 + m) = 0 et la relation (6.11) ne permet pas de
calculercm. Inspirés par les équations de Cauchy, oùxα etxα lnx sont des solutions siα est une
racine double du polynôme caractéristique, nous cherchons une deuxième solution sous la forme

y2(x) = Cy1(x) ln(x− x0) + (x− x0)
α2

∑

j≥0

dj(x− x0)
j. (6.13)

Si l’on inserty2(x) dans l’équation différentielle (6.7), le terme avec le logarithme se simplifie et
on peut déterminerdj etC par comparaison des mêmes puissances de(x− x0)

α2+j.

Exemple 6.4 (Equation de Bessel)Appliquons cette procédure à l’équation de Bessel

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0, (6.14)

oùn ∈ IR, n ≥ 0. En insérant (6.10) avecx0 = 0 dans (6.14) on obtient
∑

j≥0

cj(j + α)(j + α− 1)xj+α +
∑

j≥0

cj(j + α)xj+α + (x2 − n2)
∑

j≥0

cjx
j+α = 0.

Une comparaison des coefficients donne

c0
(
α(α− 1) + α− n2

)
= 0 (6.15)

c1
(
(1 + α)α+ (1 + α)− n2

)
= 0 (6.16)

cj
(
(j + α)(j + α− 1) + (j + α)− n2

)
+ cj−2 = 0. (6.17)

Commec0 6= 0, l’équation (6.15) impliqueα2 − n2 = 0, c.-à-d.,α1 = n etα2 = −n. En utilisant
α2 = n2, l’équation (6.16) devientc1(2α+ 1) = 0 et on obtientc1 = 0 à condition queα 6= −1/2
(supposons pour le moment que ceci est le cas). L’équation (6.17) donnecj·j(j+2α)+cj−2 = 0. Le
fait quec1 = 0 implique quecj = 0 pour toutj impair. Pourj = 2k on ac2k ·4k(k+α)+c2k−2 = 0
et on voit par récurrence que

c2k =
(−1)k

4k k!
∏k

i=1(i+ α)
c0

si α 6= −1,−2, . . . . Avec le choixc0 = (2αΓ(α + 1))−1, où Γ(α + 1) =
∫∞
0 e−xxα dx est la

fonction gamma d’Euler (voir [HW95, Sect. III.8]), la fonction y(x) de (6.10) devient

Jα(x) =
(x
2

)α ∑

k≥0

(−1)k

k! Γ(α + k + 1)

(x
2

)2k
. (6.18)
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Cette fonction s’appellefonction de Besseld’indice α. Avec l’interprétation 1
Γ(0)

= 1
Γ(−1)

=
1

Γ(−2)
= . . . = 0, elle est définie pour toutα ∈ IR. Le critère du quotient

∣∣∣
c2k

c2(k+1)

∣∣∣ = 4(k + 1)(k + 1 + α)→∞

montre que la série dans (6.18) converge pour toutx ∈ IR.
Par construction,Jn(x) et J−n(x) sont des solutions de (6.14). Pourn 6∈ ZZ, n ≥ 0 on a que

Jn(x)→ 0 etJ−n(x)→∞ si x→ 0. Les deux fonctions sont donc linéairement indépendantes et
la solution générale de (6.14) est donnée parC1Jn(x) + C2J−n(x).

Pourn ∈ ZZ on a
J−n(x) = (−1)nJn(x).

Cette formule est obtenue par un calcul direct:

J−n(x) =
(x
2

)−n ∑

k≥n

(−1)k

k! (−n+ k)!

(x
2

)2k
=
(x
2

)−n ∑

j≥0

(−1)j+n

(j + n)! j!

(x
2

)2j+2n

= (−1)n
(x
2

)n ∑

j≥0

(−1)j+n

j! (n+ j)!

(x
2

)2j
= (−1)nJn(x).

Une deuxième solution indépendante peut être trouvée avec l’ansatz

Yn(x) = CJn(x) ln x+ x−n
∑

j≥0

djx
j

(voir l’équation (6.13)).

IV.7 Exercices
1. Est-ce que le problème

y′′ = h(x)

avec pour conditions aux limites périodiquesy(0) = y(1) , y′(0) = y′(1) possède une solution
unique?

2. On considère le problème

(a2(x)y
′)′ + a0(x)y = 0 (7.1)

αy(a) + βy′(a) = 0 (7.2)

γy(b) + δy′(b) = 0 (7.3)

oùa0(x) est continue,a2(x) est continûment différentiable eta2(x) 6= 0 pourx ∈ [a, b].

(a) En utilisant le théorème de Liouville, montrer que pour deux solutionsu(x) etv(x) de (7.1) on
a

a2(x)

(
u(x)v′(x)− v(x)u′(x)

)
= C = const. (7.4)

(b) Supposons que la solution de (7.1)-(7.3) soit unique et notons paru(x) une solution de (7.1)
satisfaisant (7.2), et parv(x) une solution de (7.1) satisfaisant (7.3). Montrer que la fonction de
Green est donnée par

G(x, t) =

{
1
Cu(x)v(t) si x ≤ t
1
Cu(t)v(x) si x ≥ t

oùC est la constante de (7.4).
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3. En utilisant le résultat de l’exercice précédent, calculer la fonction de Green de

xy′′ + y′ = 0 , y(1) = 0, y(2) = 0,

y′′ + y = 0 , y(a) = 0, y(b) = 0.

4. Calculer la fonction de Green de

y′′ = 0, y(0) + 2y(1) = 0, 2y′(0) + y′(1) = 0.

Le résultat estG(x, t) = |x− t|/2 + (x+ t)/6− 4/9.

5. Soit le problème

a2(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a0(x) = 0 , y(0) = 0 , y′(0) = 0

sur [0, 1]. Calculer le problème adjoint.

6. Soit le problème générale

Ly = a2(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a0(x)y = 0, B1y = 0, B2y = 0,

on suppose avoir existence et unicité de la solution. Démontrer que pourϕ ∈ C∞([a, b]) satisfaisant
ϕ(x) ≡ 0 en dehors de(a+ ǫ, b− ǫ) avec unǫ > 0, on a que

∫ b

a
G(x, t)(L∗ϕ)(x) dx = ϕ(t) .

Ceci est équivalentLGt = δt dans le sens des distributions oùGt(x) = G(x, t).

7. On considère l’équation différentielle linéaire d’ordre 4

y(4) = h(x) , x ∈ [0, 1] , (7.5)

et les conditions aux bords

B1y = 0 , B2y = 0 , B3y = 0 , B4y = 0 ,

oùBiy est une combinaison linéaire dey(0), y′(0), y′′(0), y′′′(0), y(1), y′(1), y′′(1), y′′′(1). Etudier
l’existence et l’unicité des solutions. Sous l’hypothèse d’existence et d’unicité, démontrer qu’il existe
une unique fonction continueG(x, t) sur[0, 1]× [0, 1] (la fonction de Green) telle que la solution soit
donnée par

y(x) =

∫ 1

0
G(x, t)h(t)dt .

8. L’équation différentielle de la ligne élastique d’une poutre est donnée par (7.5), oùh(x) représente la
charge. Calculer la fonction de Green pour les situations suivantes:

(a) la poutre est fixée aux deux extrémités:

y(0) = y′(0) = 0 , y(1) = y′(1) = 0 .

(b) la poutre est librement posée aux deux extrémités:

y(0) = y′′(0) = 0 , y(1) = y′′(1) = 0 .

(c) la poutre est fixée à gauche, mais complètement libre `a droite:

y(0) = y′(0) = 0 , y′′(1) = y′′′(1) = 0 .

Résultat. G(x, t) est symétrique et pourt ≤ x on a

(a) G(x, t) = t2(1− x2)(3x− t− 2xt)/6,

(b) G(x, t) = t(1− x)(2x− x2 − t2)/6,

(c) G(x, t) = t2(3x− t)/6.

9. Calculer les valeurs propres et les fonctions propres du problème

(xy′)′ +
λ

x
y = 0 , y(1) = 0 , y(2) = 0 .

10. Calculer les valeurs propres et les fonctions propres duproblème

y′′ + λy = 0 , y(0) = y′(0) , y(1) = 0

et montrer que les valeurs propres satisfont
√
λk = π/2 + kπ + βk avecβk → 0.
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11. Transformation sous forme auto-adjointe. Considérons l’opérateur

Ly = a2(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a0(x)y,

où lesai(x) sont suffisamment différentiables sur l’intervalle considéré. Comment faut-il choisir
ϕ(x) pour que la transformationy = ϕ(x)z nous conduise à un opérateur auto-adjoint?

12. Considérons

y′′ +
cos2 x

1 + cos2 x
y − λ cos x

1 + cos2 x
y = 0 , y′(0) = 0 , y′(π) = 0 .

Montrer quey(x) = i+ cos x est une fonction propre pour la valeur propreλ = i.
Comment expliquer cette valeur propre complexe?

13. Résoudre par séparation des variables le problème
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
− u, 0 < x < 1, t > 0

∂u

∂x
(t, 0) =

∂u

∂x
(t, 1) = 0, t > 0

u(0, x) = f(x), 0 < x < 1

(7.6)

(la température d’une barre dont les extrémités sont isolées mais qui échange de la chaleur en chaque
point avec le milieu extérieur).

14. L’opérateur différentiel
Ly = (p(x)y′)′ + q(x)y , x ∈ (a,∞)

(p ∈ C1(a,∞) et p(x) > 0 sur(a,∞), q ∈ C0(a,∞)), s’appelleoscillatoire, si chaque solution non
nulle deLy = 0 possède une infinité de zéros dans(a,∞). En utilisant le théorème de comparaison
de Sturm, montrer queL est oscillatoire si et seulement si il existeunesolution non nulle ayant une
infinité de zéros dans(a,∞).

15. Déterminer les valeurs deα pour lesquelles l’opérateur

y′′ +
α

x2
y , α ∈ IR

est oscillatoire.

16. Démontrer que l’opérateur différentiel

Ly = y′′ + q(x)y

(a) est oscillatoire, si lim infx→∞ x2q(x) > 1/4;

(b) n’est pas oscillatoire, si lim supx→∞ x2q(x) < 1/4.

Indication. Comparer l’opérateurL avec celui de l’Exercice 15.

17. A l’aide dey = ϕ(x)z transformer l’équation de Bessel

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0

sous la formez′′ + q(x)z = 0. Montrer que l’équation de Bessel est oscillatoire pour tout n ∈ IR, et
calculerJn(x) pourn = ±1/2.
Résultat. J1/2(x) =

√
2/πx sinx, J−1/2(x) =

√
2/πx cos x.

18. Démontrer la formule de récurrence

Jn+1(x)−
2n

x
Jn(x) + Jn−1(x) = 0 .

En utilisant l’Exercice 17, calculerJ3/2(x).

19. On considère l’équation hypergéométrique

x(1− x)y′′ + (c− (a+ b+ 1)x)y′ − aby = 0 .

Trouver une solution dans un voisinage dex = 0.

Le résultat est

F (x; a, b, c) =
∑

k≥0

(a)k(b)k
(c)k

xk

k!

où (a)k = a(a+ 1) · · · (a+ k + 1).
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20. On considère l’équation différentielle

a2(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a0(x)y = 0 .

Pour étudier le comportement des solutions à l’infini utiliser la transformationw = 1/x, z(w) =
y(x). Démontrer que∞ est un point singulier régulier de l’équation hypergéométrique. Est-ce aussi
vrai pour l’équation de Bessel?

21. Justifier l’ansatz (6.13) pour une deuxième solution indépendente siα1 − α2 = m ∈ ZZ etm ≥ 0.
Montrer l’existence de constantesC etdj tels que (6.13) est une solution de l’équation différentielle.



Chapter V

Sous-varíetés deIRn

Dans ce chapitre nous donnons une application intéressante du théorème d’inversion locale (para-
graphe I.7) et nous discutons la définition de sous-variétés deIRn. Nous introduisons l’espace
tangent et des équations différentielles sur des sous-variétés deIRn. Pour plus des détails, nous
référons aux livres [AMR88] et [Ar74].

V.1 Théorème du rang

Un changement des coordonnées peut être très utile pour l’étude des fonctions. Par exemple, si la
fonctionf(x1, x2) ne dépend que dex2

1 + x2
2, il est naturel d’introduire des coordonnées polaires.

Le but de ce paragraphe est de chercher, pour une fonctiony = f(x) donnée, des coordonnéesξ et
η à la place dex ety, pour lesquelles la fonctionf devient plus simple (par exemple linéaire).

Nous nous contentons d’étudier ce problème localement, c.-à-d., près d’un pointa. Comme
un changement de coordonnées est équivalent à un difféomorphisme, le problème se pose de la
manière suivante: soientf : IRn → IRm, a ∈ IRn et b = f(a) ∈ IRm donnés, chercher un
difféomorphisme localϕ près dea (ξ = ϕ(x)) et un difféomorphisme localψ près deb (η = ψ(y)),
tels queψ ◦ f ◦ ϕ−1 est “plus simple” dans un voisinage de0 ∈ IRn.

Théorème 1.1 (Th́eorème du rang) Soientf : IRn → IRm de classeCk (aveck ≥ 1), a ∈ IRn et
b = f(a). Les propositions suivantes sontéquivalentes:

• il existe des diff́eomorphismes locauxϕ près dea etψ près deb (de classeCk) tels que

(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ξ1, . . . , ξn) = (ξ1, . . . , ξr, 0, . . . , 0)T près deξ = 0; (1.1)

• le rang def ′(x) est constant (́egalà r) dans un voisinage dea.

Démonstration.a) Supposons l’existence des difféomorphismesϕ etψ tels que (1.1) est satisfait.
En dérivant (1.1) on obtient

ψ′(y) f ′(x) (ϕ−1)′(ξ) =
(
I 0
0 0

)
, (1.2)

où x = ϕ−1(ξ), y = f(x), I est la matrice identité de dimensionr et les trois “0” sont tels
que la matrice (1.2) possède la même dimension quef ′(x). Les matrices(ϕ−1)′(ξ) etψ′(y) sont
inversibles pourξ = 0 et y = b, et donc aussi dans un voisinage de0 et b, respectivement. Ceci
implique que le rang def ′(x) est constant et égal àr.
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b) Considérons une fonctionf pour laquelle le rang def ′(a) est r. Après une éventuelle
permutation desx1, . . . , xn et/ou desy1, . . . , ym, on peut supposer que la sous-matrice

A =
(
∂fi

∂xj
(a)
)r

i,j=1
est inversible. (1.3)

Définissons alors l’applicationξ = ϕ(x) par

ϕi(x) = ξi =

{
fi(x1, . . . , xn)− bi pour i = 1, . . . , r

xi − ai pour i = r + 1, . . . , n.
(1.4)

Comme la matrice Jacobienne

ϕ′(a) =
(
A ∗
0 I

)

est inversible, (1.4) définit un difféomorphisme local près dea. Considérons la fonctiong(ξ) =
(f ◦ ϕ−1)(ξ), dont les premièresr composantes sont données pargi(ξ) = ξi + bi. Comme le
changement de coordonnéesx↔ ξ ne change pas le rang, la matrice

g′(ξ) =
(

I 0
C(ξ) D(ξ)

)

est de rangr pour toutξ dans un voisinage deξ = 0. DoncD(ξ) ≡ 0 et la fonctiong(ξ) ne dépend
que deξ1, . . . , ξr. Finalement, définissons l’applicationη = ψ(y) par

ψi(y) = ηi =

{
yi − bi pour i = 1, . . . , r

yi − gi(y1 − b1, . . . , yr − br) pour i = r + 1, . . . , m.
(1.5)

La matrice Jacobienne

ψ′(b) =
(
I 0
∗ I

)

est inversible et (1.5) définit donc un difféomorphisme local près deb. Par définition deϕ etψ, on
voit queψ ◦ f ◦ ϕ−1 est donnée par (1.1).

Corollaire 1.2 (Théorème de la submersion)Soit f : IRn → IRm une submersion ena ∈ IRn

de classeCk (aveck ≥ 1), c.-à-d., f ′(a) est surjective (rang def ′(a) estm). Alors, il existe un
difféomorphisme localϕ près de0 (de classeCk) tel que

(f ◦ ϕ)(ξ1, . . . , ξn) = f(a) + (ξ1, . . . , ξm)T .

Démonstration.Dans la démonstration du Théorème 1.1, il ne faut pas faire de permutation des
y1, . . . , ym et la fonctionψ est une simple translation. La fonctionϕ de ce corollaire correspond à
ϕ−1 dans le Théorème 1.1.

Corollaire 1.3 (Théorème de l’immersion) Soitf : IRn → IRm une immersion ena ∈ IRn de
classeCk (aveck ≥ 1), c.-à-d., f ′(a) est injective (rang def ′(a) estn). Alors, il existe un
difféomorphisme localψ près deb = f(a) (de classeCk) tel que

(ψ ◦ f)(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0)T . (1.6)

Démonstration.On suppose (1.3) avecr = n et on définit l’applicationη = ψ(y) implicitement
par

yi =

{
fi(η1, . . . , ηn) pour i = 1, . . . , n

fi(η1, . . . , ηn)− ηi pour i = n+ 1, . . . , m.

Comme la matrice Jacobienne de cette application est inversible, ψ est un difféomorphisme local
près deb et il satisfait (1.6).
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V.2 Définition des sous-varíetés deIRn

Il y a plusieurs manières de décrire une sous-variété lisse (courbe, surface,. . .) deIRn.

Théorème 2.1SoitM 6= ∅ un sous-ensemble deIRn, a ∈M, et soit0 ≤ r ≤ n. Les propositions
suivantes sont́equivalentes:

(i) il existe un voisinageU ⊂ IRn de a et une application diff́erentiableg : U → IRn−r avec
g(a) = 0 et g′(a) surjective (une submersion) tels que

M∩ U = g−1(0);

(ii) il existe un voisinageU ⊂ IRn de a, un voisinageV ⊂ IRn de 0 et un diff́eomorphisme
ϕ : V → U avecϕ(0) = a tels que

M∩ U = ϕ((IRr × {0}) ∩ V );

(iii) il existe un voisinageU ⊂ IRn de a, un voisinageW ⊂ IRr de 0 et une application
différentiableη : W → U avecη(0) = a etη′(0) injective (une immersion) tels que

M∩ U = η(W )

etη : W →M∩ U est un hoḿeomorphisme.

Définition 2.2 Un ensembleM 6= ∅ qui satisfait aux conditions du Théorème 2.1 pour tout
a ∈ M s’appelle unesous-varíet́e (lisse) dansIRn de dimensionr et de codimensionn − r.
L’applicationη s’appelle uneparaḿetrisation localedeM près dea.

Exemple 2.3 Considérons la surface de la sphère dansIR3 près du pôle norda = (0, 0, 1)T . Elle
peut être décrite parn = 3, r = 2 et

g(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1,

mais aussi parϕ(x, y, ζ) = (x, y,
√

1− x2 − y2 − ζ)T et parη(x, y) = ϕ(x, y, 0). Une autre
possibilité est de considérer des coordonnées sphériques:

ϕ(α, β, ρ) = ((1 + ρ) sinα cos β, (1 + ρ) sinα sin β, (1 + ρ) cosα)T

etη(α, β) = ϕ(α, β, 0).

Démonstration du Th́eor̀eme 2.1.Considérons l’injection canoniquej et la projection canonique
π:

IRr j−→ IRr × IRn−r π−→ IRn−r

x 7→ (x, 0)
(y1, y2) 7→ y2

Sans entrer dans les détails, nous donnons l’idée de la démonstration.
(i)⇒ (ii): Le théorème de la submersion (Corollaire 1.2) implique l’existence d’un difféomorphisme

localϕ tel que
(g ◦ ϕ)(ξ1, . . . , ξn) = (ξr+1, . . . , ξn)

T

(après une permutation desξi). La conditiong(x) = 0 est alors équivalente àξr+1 = . . . = ξn = 0
si x = ϕ(ξ).

(ii)⇒ (i): Il suffit de prendreg = π ◦ ϕ−1.
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(iii) ⇒ (ii): Le théorème de l’immersion (Corollaire 1.3) implique l’existence d’un difféomorphisme
localψ tel que

(ψ ◦ η)(ξ1, . . . , ξr) = (ξ1, . . . , ξr, 0, . . . , 0)T .

Donc,x ∈ η(W ) est équivalent àψ(x) ∈ IRr×{0}. L’hypothèse supplémentaire “η : W →M∩U
est un homéomorphisme” exclut que, pour certains éléments deη(W ), la préimage soit loin de0.

(ii)⇒ (iii): On peut prendreη = ϕ ◦ j.

Remarque On ne peut pas omettre l’hypothèse “η : W →M∩U est un homéomorphisme” dans
la caractérisation (iii) du Théorème 2.1. Par exemple, la fonctionη(t) = ((1 + 0.1t2) cos t, (1 +
0.1t2) sin t) est une immersion pour chaquet, mais l’imageη(IR) n’est pas une sous-variété deIR2

à cause des croisements de la courbe (Fig. 2.1, gauche). Même l’injectivité deη(t) ne serait pas
suffisante comme le montre le dessin de droite de la Fig. 2.1.

Figure 2.1: Sous-ensembles deIR2 qui ne sont pas des sous-variétés

Les sous-variétés de dimensionr = 0 sont des points discrets dansIRn. Les sous-variétés
de dimensionr = n sont des ouverts deIRn. Tout sous-espace linéaire ou affine deIRn est une
sous-variété. Par contre, l’ensemble{(x, y) ; xy = 0} n’est pas une sous-variété deIR2. Près de
l’origine, cet ensemble n’est pas difféomorphe à une droite.

Exemple 2.4 (tore de ŕevolution) Considérons le cercle(x, z) = (d+ ρ cosα, ρ sinα) (avec0 <
ρ < d) et tournons-le autour de l’axez. Ceci donne la paramétrisation

η(α, β) =




(d+ ρ cosα) cosβ
(d+ ρ cosα) sin β

ρ sinα




d’un tore. On peut vérifier queη′(α, β) est injective (c.-à-d., de
rang2) et queη est localement un homéomorphisme.

Exemple 2.5 (ruban de M̈obius) Considérons une tige de longueur
2 (paramétrisée par−1 < t < 1) et tournons-la autour de son
centre et, en même temps, deux fois plus vite autour d’un axeà
distanced. Ceci donne la paramétrisation

η(t, α) =




(d+ t cosα) cos 2α
(d+ t cosα) sin 2α

t sinα


 .
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Exemple 2.6 (groupe orthogonal)L’ensemble

O(n) = {X ; XTX = I }

est une sous-variété de dimensionn(n − 1)/2 deMn(IR) = IRn·n (espace de toutes les matrices
de dimensionn). Pour voir ceci, considérons l’application

g :Mn(IR)→ Symn(IR) ≈ IRn(n+1)/2

définie parg(X) = XTX − I (le symboleSymn(IR) dénote l’espace des matrices symétriques de
dimensionn). On a bieng−1(0) = O(n). Il faut alors voir queg est une submersion en tout point
A ∈ O(n). La dérivée deg(X) enA estg′(A)H = ATH+HTA. Pour une matrice symétriqueB,
le choixH = AB/2 montre queg′(A)H = B. Donc,g′(A) :Mn(IR)→ Symn(IR) est surjective,
etO(n) est une sous-variété de codimensionn(n + 1)/2.

V.3 Espace tangent

La tangente en un pointa d’une courbe dansIR2 ou IRn est une droite, c.-à-d., un espace affine.
En plaçant l’origine dansa, cette tangente devient un espace linéaire. Le plan tangent en un point
a d’une surface est un espace de dimension2. Un vecteur dans ce plan peut être interprété comme
γ′(0), oùγ(t) est une courbe différentiable dans la surface qui satisfait γ(0) = a. Ceci motive la
définition suivante.

Définition 3.1 SoitM⊂ IRn une sous-variété eta ∈M. L’espace tangent̀aM ena est

TaM =

{
h ∈ IRn ;

il existeγ : (−ε, ε)→ IRn de classeC1 telle que
γ(t) ∈M pourt ∈ (−ε, ε), γ(0) = a etγ′(0) = h

}
.

Théorème 3.2SoitM⊂ IRn une sous-varíet́e eta ∈M.

a)siM est donńee par une submersiong : U → IRn−r (c.-à-d.,M∩ U = g−1(0)), alors

TaM = Kerg′(a).

b) siM est donńee par une paraḿetrisationη : W → IRn (c.-à-d.,M∩ U = h(W )), alors

TaM = Im η′(0).

Démonstration.a) Pour une courbeγ(t) avecg(γ(t)) = 0 on a queg′(a)γ′(0) = 0 et donc
TaM ⊂ Kerg′(a). En utilisant le théorème de la submersion (Corollaire 1.2), on peut voir que
pour chaqueh ∈ Kerg′(a) il existe une courbeγ(t) dansM avecγ(0) = a etγ′(0) = h.

b) Soitσ(t) une courbe différentiable dansIRr satisfaisantσ(0) = 0. Alors γ(t) = η(σ(t))
est une courbe dansM qui satisfaitγ′(0) = η′(0)σ′(0). Donc Imη′(0) ⊂ TaM. Cette fois, le
théorème de l’immersion (Corollaire 1.3) implique qu’onobtient toutes les courbesγ(t) de cette
manière.
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V.4 Equations différentielles sur des sous-variétés

Soit y(t) une courbe différentiable à valeurs dans une sous-variétéM ⊂ IRn de dimensionr. Par
définition de l’espace tangent, la dérivéey′(t) satisfaity′(t) ∈ Ty(t)M pour toutt.

Définition 4.1 On dit que
y′ = f(y) (4.1)

est uneéquation diff́erentielle sur la sous-variét́eM, si f(y) ∈ TyM pour touty ∈ M. Une
solution est une fonctiony : I →M⊂ IRn qui vérifiey′(t) = f(y(t)) pour toutt ∈ I.

Pour étudier l’existence et l’unicité d’une solution, onutilise une paramétrisation localey =
η(z) de la sous-variétéM près d’une valeur initialey0 ∈M, et on cherche une équation différentielle
pourz dansIRr. Pour ceci, on définitz(t) pary(t) = η(z(t)) dans un voisinage dez = 0 et on
obtient de (4.1) que

η′(z(t))z′(t) = f(η(z(t))), z(0) = 0.

Une multiplication parη′(z)T et ensuite par(η′(z)Tη′(z))−1 (cette matrice est inversible, carη′(z)
est injective) donne l’équation différentielle pourz

z′ = f̃(z), f̃(z) = (η′(z)Tη′(z))−1η′(z)T f(η(z)). (4.2)

Si f est de classeC1 et si η est de classeC2, la fonctionf̃ est de classeC1 et on peut appliquer
la théorie locale du Chapitre III (existence, unicité,. . .). Dès qu’on a trouvé une solutionz(t) de
(4.2), le fait quef(η(z)) ∈ Tη(z)M = Im η′(z) implique quey(t) = η(z(t)) est une solution de
(4.1).

Exemple 4.2 Considérons le problème

y′1 = y1 + y2 − y1z, y′2 = 2y2 − y2z, 0 = y2
1 + y2

2 − 1, (4.3)

où la variable de contrôlez doit être déterminée afin qu’on obtienne une équation différentielle sur
la sous-variétéM = {(y1, y2) ; y2

1 + y2
2 = 1}. En dérivant la relation algébrique dans (4.3), on

obtient
0 = 2y1y

′
1 + 2y2y

′
2 = 2y2

1 + 2y1y2 + 2y2
2 − 2(y2

1 + y2
2)z.

Ceci est la condition pourz qui garantit quey′ ∈ TyM pour touty ∈M.

Une application très importante sont lessyst̀emes ḿecaniques soumis̀a des liaisons. Supposons
que l’énergie cinétique soitT (q, q̇) = 1

2
q̇TMq̇, l’énergie potentielleU(q) et que le mouvement soit

contraint par la relationg(q) = 0 oùg : IRd → IRm (m < d). Les solutions du problème variationel∫
Ldt→ min avec comme Lagrangien

L(q, q̇) = T (q, q̇)− U(q)− g(q)Tλ

décrivent le mouvement du système (sans démonstration). Les équations d’Euler-Lagrange∂L
∂q
−

d
dt

(∂L
∂q̇

) = 0 (Chapitre II) donnent le système

q̇ = v
Mv̇ = −U ′(q)−G(q)Tλ

0 = g(q)
(4.4)
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oùG(q) = g′(q). Toutes les solutions de ce système satisfontg(q) = 0, mais aussiG(q)v = 0 (la
dérivée totale deg(q(t)) = 0). Donc, elles sont des courbes dans la sous-variété

M = {(q, v) ; g(q) = 0, G(q)v = 0 } (4.5)

de IR2d. Il faut encore déterminerλ pour que(q̇, v̇) ∈ T(q,v)M. Pour ceci, il faut que la dérivée
totale deG((q(t))v(t) = 0 soit nulle:

0 = g′′(q)(v, v) +G(q)M−1(−U ′(q)−G(q)Tλ). (4.6)

En supposantG(q)M−1G(q)T inversible, on peut calculerλ de cette relation et on obtient une
équation différentielle pour(q, v) sur la sous-variétéM.

Exemple 4.3 (pendule simple)Dans ce cas l’énergie cinétique estT = m
2
(ẋ2 + ẏ2), l’énergie

potentielle estU = mgy, et on a la liaisong(x, y) = 1
2
(x2 +y2−ℓ2) = 0. Le système (4.4) devient

alors

ẋ = u, mu̇ = − xλ
ẏ = v, mv̇ = −mg − yλ

et on peut calculerλ de la relation

u2 + v2 − gy −m−1(x2 + y2)λ = 0.

Exemple 4.4 (pendule double)Comme dans l’Exercice 45 du Chapitre III nous avons

T =
m1

2
(ẋ2

1 + y2
1) +

m2

2
(ẋ2

2 + y2
2), U = m1gy1 +m2gy2

et les liaisons
x2

1 + y2
1 − ℓ21 = 0, (x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 − ℓ22 = 0. (4.7)

Les équations du mouvement sont alors données par (en divisant les équations (4.7) par2)

ẋ1 = u1, m1u̇1 = − x1λ1 + (x2 − x1)λ2

ẋ2 = u2, m2u̇2 = − (x2 − x1)λ2

ẏ1 = v1, m1v̇1 = −m1g − y1λ1 + (y2 − y1)λ2

ẏ2 = v2, m2v̇2 = −m2g − (y2 − y1)λ2.

Comme dans l’exemple précédent, on obtientλ1, λ2 de l’équation (4.6).
Observons que cette forme des équations du mouvement est beaucoup plus simple que celle

obtenue dans l’Exercice 45 du Chapitre III pour les anglesα et β. La différence est encore plus
prononcée si le système mécanique est plus compliqué.

V.5 Exercices
1. Calculer le rang de la matrice jacobienne pour

f(x) =



x1 + x2 + x3 + x4

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

x3
1 + x3

2 + x3
3 + x3

4


 .
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2. Soitf : IRn → IRm de classeC1. Montrer que sirang f ′(a) = r, alorsrang f ′(x) ≥ r dans un
voisinage dea. Donner un exemple pour lequelrang f ′(a) = r et rang f ′(x) > r pourx ∈ U \ {a},
oùU est un voisinage dea.

3. SoitA une matrice (avecn colonnes etm lignes) de rangr. Montrer qu’il existe des matrices
inversiblesS etT telles que

SAT =

(
I 0
0 0

)
, (5.1)

où I est la matrice identité de dimensionr. Calculer une décomposition de la forme (5.1) pour la
matrice

A =

(
1 −1 2
−2 2 −4

)
.

4. Pour les ensembles définis ci-dessous, décider si ce sont des sous-variétés ou non (faire un dessin si
possible):

{(t, t2) ∈ IR2 ; t ∈ IR} {(t, t2) ∈ IR2 ; t ≥ 0}
{(t2, t3) ∈ IR2 ; t ∈ IR} {(t2, t3) ∈ IR2 ; t 6= 0}
{(x, y) ∈ IR2 ; x > 0, y > 0} {(x, y, z) ∈ IR3 ; x = y = z = 0}
{(x, y, z) ∈ IR3 ; x2 + y2 − z2 = 1} {(x, y, z) ∈ IR3 ; x2 + y2 − z2 = 0}

5. Donner une application différentiableg : IR3 → IR2 telle que l’ensemble

M = {x ∈ IR3 ; g(x) = 0}
est une sous-variété de dimension 1 dansIR3, maisg′(x) n’est surjective pour aucun pointx ∈M.

6. Vérifier que l’ensemble{(x, y) ; xy = 0} n’est pas une sous-variété deIR2, mais que
{(x, y) ; xy = 0} \ {(0, 0)} est une sous-variété.

7. SoientX ⊂ IRn etY ⊂ IRm deux sous-variétés. Montrer que le produit

X × Y = {(x, y) ∈ IRn × IRm ;x ∈ X, y ∈ Y }
est une sous-variété deIRn × IRm, on l’appelle la variété produit.

8. Démontrer que l’ensemble

{(cos t+ 2) cos λt, (cos t+ 2) sin λt, sin t) ∈ IR3 ; t ∈ IR} (5.2)

est une sous-variété deIR3 pourλ = 2/13 (voir le dessin).
Pourλ =

√
2 l’ensemble (5.2) n’est pas une sous-variété

et il est partout dense dans le tore

{(cos u+ 2) cos v, (cos u+ 2) sin v, sin u)}.
Indication. En utilisant des propriétés des fractions con-
tinues [HW95, Sect. I.6] montrer que l’ensemble{ℓ +
k
√

2 ; ℓ, k ∈ ZZ} est dense dansIR.
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