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Avant-propos
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droite) ont été copiés sur Internet par les soins dettuép Cirilli (site http://www-groups.dcs.st-
and.ac.ukthistory/Mathematicians/). Quelques figures (surtoutesellvec un flair artistique)
ont été produites en utilisant des programmes de Gerhamh&. Je remercie ces collegues
sincerement.

En ce lieu, jaimerais remercier Luc Rey-Bellet et Stemh&@irilli pour leur aide dans la
préparation des exercices et pour leur lecture soignéuse dgersion préliminaire. Je tiens aussi
a remercier mon fils Martin pour avoir vérifié I'orthogtapde ces polycopiés.



Chapter |

Calcul diff erentiel dans les espaces de
Banach

Le calcul differentiel dandR et dansiR™ était un des sujets traités au cours ‘Analyse I’ (voir le
livre [HW95]). Le premier chapitre du cours ‘Analyse II' aroone but d’étendre ce calcul aux
espaces plus généraux. Ceci nous permet non seulemeteniiodes résultats plus généraux avec
des applications intéressantes, mais nous obtenons e teénps une meilleure compréhension
du calcul difféerentiel dangz".

Apres un rappel sur la differentiabilité dafi&', nous donnons la définition d’'un espace de Ba-
nach et nous discutons les difféerences essentielles Eiftet les espaces de Banach de dimension
infinie. Nous étendons ensuite la notion d’applicatioféedéntiable aux espaces de Banach, nous
donnons plusieurs exemples, et nous abordons les sujetstaiile théoreme des accroissements
finis, le theoréme du point fixe de Banach, le theoréemevdtlision locale, ainsi que le theoreme
des fonctions implicites.

.1 Rappel sur la differentiabilit &€ dans/R"

Pour une fonction a une variabfe: (a,b) — IR, la dérivée au point, est définie par

f'(xo) = lim M. (1.1)
T—T0 T — X
De toute évidence, cette définition n’a pas de sens pouiodetions a plusieurs variables.
Pour une fonctiory : U — IR™ (U étant un ouvert dék™), on dit quef(z) estdifferentiable

enx, € U, s'il existe une application linéairg(z,) : R" — IR™, telle que

f(@) = f(xo) + f'(w0)(x — ) +r(z)||x — o], (1.2)

ou la fonctionr : U — IR™ (qui depend du paramétrg) satisfaitr(z) — 0 pourz — z,. On a
vue dans [HW95, 1V.3] que cette définition ne dépend pasawime choisie et que I'application
linéaire est donnée par taatrice jacobienne

(o) = : : , (1.3)
ouz = (z1,...,z,)7 et f(z) = (fi(x),..., fm(x))’. Lexemple suivant montre qu’il n’est pas

toujours avantageux de représenter I'application Iieegl(x) a I'aide de la matrice jacobienne.
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Exemple 1.1 Identifions I'espacdR™™ avec I'ensemble des matrices carrées de dimensi@n
considérons I'applicatiorf : IR™™ — IR™™ définie parf(X) = X?. La propriete( X, + H)? =
X2 + XoH + HX, + H? suggere la définition

f(Xo)H = XoH + HXy, r(X) = (X — X0)*/IX — Xoll. (1.4)

Pour démontrer que I'application linéaif& X,) de (1.4) est vraiment la dérivée déX), il faut
voir quer(X) — 0si X — X,. Ceci découle du fait que, pour la norme euclidienne d&f$,
onaf|(X — Xo)?*|| < [|X — X|*.

|.2 Espaces de Banach et de Hilbert

Essayons d’étendre la définition (1.2) de la differdnitite a une fonctionf : £ — F. Dans les
espaced’ et F' il faut savoir additionner, soustraire, multiplier avecnombre réel et il faut avoir
a disposition une norme. Rappelons qu’um@mesur un espace vectoriél est une application
| - || - E — IR qui vérifie les trois propriétés:

(N1) lz]| >0 et |z||=0&2=0,
(N2)  [[Az] = AL - [l]l,
(N3) lz+yl <|lz|| + ||y (inégalité du triangle).

Un cas patrticulier important d’'une norme est

[l = v/ {z, ), (2.1)

ou (-,-): E x E — IR estunproduit scalaire c.-a-d.,

(PS1) (r,z) >0 et (z,z)=0&<2=0 (définie positive),

(PS2)  (z,y)=(y,x)  (symétrique),

(PS3)  (Aw1 + pza, y) = M1, y) + plxe,y)  (linkaire).
Comme pour la norme euclidienne daii® on vérifie que|| - ||, donné par (2.1), satisfait les
propriétés (N1), (N2), (N3) d’une norme (Exercice 3).

Des qu’on a donné une norme skir on peut définir la convergence de suites (voir [HW95,
IV.1]). On dit qu'une suitefx,, } a valeurs dan& converge vers € E, sSi

Ve>0 IN>1 Vn>N |z, —al <e. (2.2)
Elle est unesuite de Cauchysi

Ve>0 AN>1 VYnom >N |z, — x| <e. (2.3)

Définition 2.1 Un espace vectoriegl muni d'une norme| - || s’appelleespace vectoriel noren
Il est completsi chaque suite de Cauchy dafAsest convergente. Un espace vectoriel normé et
complet s’appelle uespace de Banach

Un espace de Banach, dont la norme est donnée par un proalaits, s’appelle uespace de
Hilbert.
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Le premier exemple d’'un espace de Hilbert est 'espgeavec comme norme la norme eu-
clidienne. La complétude est une conséquence du Theol¥.1.8 de [HW95]. Avec la norme
lz]i = ", |zl (ou ||z|le = max; |z;]) 'espacelR™ n’est pas un espace de Hilbert (Exer-
cice 4), mais il est un espace de Banach, car toutes les ngonesquivalentes dais™ ([HW95,
Théoréme IV.2.4]).

Proposition 2.2 Soit C([0,1]) := {f : [0,1] — IR ; f estcontinug . Avec la horme

[fllee = S MAGIP (2.4)

C([0,1]) est un espace de Banach. Par contre, avec une des normes

Il = [ 1f@lde ou fle =1/ [ IF@)Pat (2.5)

I'espaceC([0, 1]) n’est pas complet.

Remarque. La norme||f||, est définie & partir du produit scalaifg, g) = [ f(t)g(t) dt, mais

C([0, 1]) avec cette norme n’est pas un espace de Hilbert.

Démonstration. Comme dandR", en remplacant la somme finie par une intégrale, on véjifes
I £1lis 1/ ll2 et]] f]|o SONt des normes sax[0, 1]).
a) Soit{ f,, },>1 une suite de Cauchy pour la normg||... Alors, la propriété

[fn() = SO < |[fn = frmlle <& pour n,m=N (2.6)

implique que{f,.(t)}.>1 est une suite de Cauchy daifiz. CommelR est complet ([HW95,
Théoréme I11.1.8]), la suitd f,,(¢) }.>1 converge vers un élément d@, qu’'on dénote pay ().

Il reste donc a démontrer que la fonctif(t), définie de cette maniere, est continue. En passant a
la limite m — oo dans (2.6), nous obtenons

|[fa(t) = f(H) <& pour n >N,

ou N dépend de > 0 mais pas de € [0, 1]. Alors, la suite{ f,,} converge uniformément vers
et la continuité def est une conséquence de [HW95, Théoréme I11.4.2].

b) Considérons la suitgf,,} dansC([0,1]), ou f,(t) est 1ol
linéaire par morceaux) sur[0,1/2 — 1/n] et1 sur[1/2 +
1/n, 1] (voir le dessinp = 4,8,16). Pourm > n on a que
an - mel < 1/” et ||fn - fm||2 < 1/\/ﬁ La SUite{fn}
est alors une suite de Cauchy. Comme la fonction lirfijte
n’est pas continue s, 1], cette suite ne converge pas dans
C([0,1]). i

3
—

Proposition 2.3 Pour un ensemble arbitraird consicerons I'espace

B(A):={f:A— IR; festborree} avec | flloo = sup | f(2)]. (2.7)
teA

B(A) est un espace de Banach.

La demonstratiorde cette proposition est presque la méme que pour la pajtige(la Proposi-
tion 2.2. Nous omettons les détails. O
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Toutes les notions et définitions des paragraphes IV.1.2td® [HW95] peuvent étre étendues
aux espaces de Banach:

e Deux normey| - ||, et]| - ||, sontéquivalentess’il existe des constantes positives et C
pour lesquelles” ||z, < ||z]|, < C2]|z||, pourtoutz € E.

e Uneboulede centre: et de rayon- est 'ensembleB,.(a) ={z € E; ||z — al| < r}.
e Un ensemblé” C E estunvoisinagedea € F, s'il existe unc > 0 tel queB.(a) C V.

e Un ensembld/ C FE estouvert si U est voisinage de chacun de ses éléments, c.-a-d.,
VeeU Je >0 B.(z) CU.

e Un ensemblé” C E estfermg, si la limite de chaque suite convergefte, } avecz,, € V,
estdand’.

e Unensembldl C E estcompactsi chaque suitéz, } avecz,, € K possede une sous-suite
qui converge vers un élément dée

e SoientE et F' deux espaces norméslétC E. Une fonctionf : U — F estcontinueen
g €USI YVe>0 30 >0VerelU: ||x—x <9 | f(x)— f(zo)] <e.

e SoientE un espace normé. Lapplication — |z| est continue (cad||z| — [|zol|] <
[l = ol[)-

La majorité des résultats de [HW95, IV.1 et IV.2] resteiersi I'on remplacelR" et IR™ par des
espaces de Banach. Neanmoins, il faut faire attention,eréaines propriétés sont perdues si la
dimension de I'espace de Banach est infinie (comme c’estsl@oar les exemples des Proposi-
tions 2.2 et 2.3). A l'aide de contre-exemples, nous démoostque:

e Laboule fermée{z € E; ||z|| < 1} n’est pas forcément compacte.
e Deux normes dans le méme espace ne sont pas toujourslegtes

e Le théoreme de Bolzano-Weierstraghdque suite boge posdde une sous-suite conver-
genté n’est plus vrai.

e La caractérisationK compact< K fermé et borre” n’est plus valable.

Considérons I'espacB(IR) de (2.7) et définissong, € B(IR) par f,(t) = 1 sit € [n,n + 1)
etparf,(t) = 0sit &€ [n,n+ 1). La suite{f,} est bornée (on &f,||. < 1) et elle satisfait
|fn — fmllo = 1 pourn # m. Par conséquent, cette suite ne peut pas avoir une sdes-sui
convergente. Ce contre-exemple montre en méme temps tpoelafermée n’est pas compacte,
que le theoréme de Bolzano-Weierstrass n’est pas vr#l(dhy, et que la caractérisation ci-dessus
de la compacticité n’est pas valable.

La Proposition 2.2 montre que dans I'esp@cf, 1]) les normesg| f||.. et |/ f|1 ne sont pas
équivalentes. Au cas contraire, la suftg, } de la partie (b) de la démonstration serait aussi une
suite de Cauchy pour la nornije||.., ce qui impliquerait la convergence ¢i¢, } vers une fonction
continuef € C([0, 1]).

1.3 Applications linéaires

Les applications linéaires jouent un role important diangéfinition (1.2) de la differentiabilité.
Dans/R", elles sont toujours continues, méme uniformement caasif[HW95, Théoreme 1V.2.6]).
Nous verrons dans ce paragraphe que ceci n’est pas tougaeas ki la dimension de I'espace vec-
toriel est infinie.
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Proposition 3.1 Pour une application lieaire A : £ — F (E et I’ sont des espaces vectoriels
normes), les conditions suivantes s@afuivalentes:

(&) A estcontinue en tout point de;
(b) A estcontinue l'origine 0 € F;
() ||A(z)| estborree sur la boule-unét {z € E ; ||z| < 1}.

Démonstration. Il est clair que (a)= (b). Montrons que (b} (c): la continuité deA(z) a
l'origine implique que poute = 1 il existe uné > 0 tel que||A(y)|| < 1 pour|ly|| < é. En utilisant
la linéarité deA, on obtient alors

JA@I = [A(582) = 5 4G <5 pour [af <1.

On vient donc de prouver qued(z)|| est bornée sur la boule-unité.
Pour démontrer (¢} (a), nous fixons arbitrairement ug € E et nous supposons qié (z)||
est bornée pab/ sur la boule-unité. Alors, on a pour x

T — Xo

1A(z) = Alzo)l| = |A(x — o) || = [l — o]l - ||A( ) < Mz — o],

[l = o]
ce qui implique la continuité dd enz. O

Surtout dans les espaces de dimension infinie, nous appet@napplication linéaire aussi
opérateur lirkaire Nous écrivons souvemz au lieu deA(z) et nous disons ausapplication
bornéepour une application continue (a cause de la proprigtddos la proposition précédente).
Une application linéairel de IR" dansiR™ est représentée par une matrice, qu’on dénote par la
méme lettred. L'expressionAx peut donc étre interprétée comme la valeur de I'appboat au
pointz, ou bien comme le produit de la matrideavec le vecteut.

Exemple 3.2l existe des opérateurs linéaires non-continus. Cé@neits I'espac€([0, 1]) avec
la norme|| f||, de (2.5) et les fonctiong, € C([0, 1]) données paf,,(t) = n—n?t/2 sit € [0,2/n]
et f,(t) = 0sit > 2/n. LapplicationA : C([0,1]) — IR définie parA(f) = f(0) est linéaire
mais non-bornée, cad(f,)| = n et||f.|l1 = 1 pour toutn.

Définition 3.3 SoientE et F' des espaces vectoriels normés. On dénoteCpar, F') I'ensemble
des applications linéaires continuesidelansF. Pour un éléementt € L(E, F'), on définit

4l = sup [z = sup 1221, 3.
lzl<1 w20 ||zl
PourE = F, on écrit aussC(FE) a la place d&£(E, E).
Cette définition signifie qugA|| est le plus petit nombre réel tel que
|Az|| < [|A|| - ||| pour toutx € E. (3.2)

L'inégalité (3.2) est fondamentale pour tous les calewisc des applications linéaires.

Proposition 3.4 L'espacel(E, F') muni de (3.1) est un espace vectoriel néri8if’ est complet,
alors L(E, F) est aussi complet.



6 Calcul differentiel dans les espaces de Banach
Démonstration. Les propriétés (N1) et (N2) d'une norme sont faciles &fieg. Démontrons
(N3): pourA, B € L(E, F) nous avons

I(A + B)z|| < [[Az|| + [| B[] < ([[All + [[BID]]-

En divisant cette relation pdr|| et en prenant le supremum, nous obtenons I'inégalitéidngle
| A+ B|| < [|All + | B].

La démonstration de la complétude est similaire a cedléadpartie (a) de la Proposition 2.2.
Soit{A, } une suite de Cauchy dad$ F, F'). Pour||z|| < 1 on obtient

|Anz — Apz|| < ||An — Anl| - ||z|l < ez < e pour n,m > N, (3.3)

ce qui implique que{ A,,z} est une suite de Cauchy dafA's Cet espace étant complet, la suite
{A,x} possede une limite qu'on dénote par. De cette maniere, on obtient une application
lintaireA : F — F. En passant a la limite: — oo dans (3.3) et en divisant pa«||, on voit que
A, — A (et alors aussi) est bornée et qué est la limite de{A,, }. |

Proposition 3.5 Soit I € L(FE) l'identité (c.a-d., Ix = x) et consi@rons des applications
linéairesA € L(E,F)etB € L(G, E). Alors, on a
=1 AB| < [|A]- B (3.4)

Démonstration. La propriété|| /|| = 1 est évidente. Pour démontrer 'estimation|déB||, nous
appliguons deux fois I'inégalité fondamentale (3.2),

[(AB)z[| < [|A| - [ Bzl < [[All- [[B] - |||

Ensuite, nous divisons cette relation fjat| et nous prenons le supremum sug 0. O

Exemple 3.6 Soit A une matricen x n, c.-a-d.,A € L(IR", IR"), et notons par

[ Az]
IA]l, = sup S—5

w20 [y

(3.5)

I'expression (3.1) si I'on utilise la méme norme dans lesxdespacedr” et IR™. Alors, on a les
formules explicites

m n
Al = max (Slagl), 4l = max (3 Jayl).
i=1 j=1

j=lan \ = T e m

|A|l. = \/plus grande valeur propre d&' A.

Démonstration. Pour la norme|x

,ona

m n n m

el = Y| Y agas] < 0 ol - lol = 30( X bl )yl < mave (3 Ja) - ).
i=1 j=1 i=1j=1 j=1\i=1 |

On en déduitquéA||; < max;(3; |a;;|). Pour montrer I'égalité, on choisit yp avecmax; (3; |a;;|) =

> laij,| et on poser = (0,...,0,1,0,...,0)", ou1 est a la position,. Avec ce choix der, on

a égalité dans I'estimation ci-dessus, ce qui demontee|/gl||; ne peut pas &étre plus petit que

max;(>; |a;;]). La formule pour la norméz|| ., se démontre de la méme maniere.
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La matriceA” A étant symétrique et semi-définie positivé A7 Az = || Az||3 > 0), il existe
une matrice orthogonal& (UTU = 1) telle queUTATAU = diag(\i,...,\,), OUN; > 0
sont les valeurs propres d€’A. On obtient alors avec la transformation= Uy et en utilisant
[z]l2 = [ly[l2 que

[Az)3 = 2" AT Aw = y"UTATAUy =3 Nilyil® < Anax Y112 = Mnae 1213

=1
Ceci implique||A|ls < v Amax. Pour montrer I'égalité, on poseégal au vecteur propre dé& A
qui correspond a la valeur propkg, .. O

Exemple 3.7 Pour la matrice

4
A= -2
4

Exemple 3.8 Soitk : [0, 1]x[0, 1] — IR une fonction continue a deux variables. Nous considérons
I'opérateur linéaireA : C([O,l]) C([0,1]), défini par

Al = ... = /(71 + V145)/2 ~ 6.4437

|Ally = max (10,9) = 10
) ona
|Alloc = max (7,7,5) = 7.

—= Ot W

-1
(AN() = [ k()1 (s) ds. (3.6)
et les normes de la Proposition 2.2. Avec la notation (3.b)sravons
1
1Al = max/ k(t,$)|dt,  [|Alle = max/ Ik(t, s)| ds,
s€[0,1] Jo te[0,1

1 1
JAlls < J | k)P asa.

Les formules pout|A||; et | Al|. sont obtenues comme dans I'Exemple 3.6, I'estimation pour
| Al|. comme dans [HW95, Théoréme 1V.2.6].

Proposition 3.9 Soit £ un espace de Banach et supposons queérageur A € L(F) satisfasse
|A|| < 1. Alors, I — A estinversible(7 — A)~! est continue, et on a

(I-A)"'=T+A+A+ A+ ... (3.7)
(série geonetrique ou “frie de Neumann”).

Démonstration. Montrons d’abord quel,, := I + A + A% + ... + A" est une suite de Cauchy
dansL(FE). En utilisant||A™|| < ||A||", on obtient pourn > n que

1A

[An = Al = A 4 AT < AT+ AT < AT o AT < = T4

(observons quéA||"*! — 0 sin — oo). CommeL(E) est complet (voir la Proposition 3.4), la
suite{ A4, } converge vers ul € L(FE). En passantalalimite — oo dans l'identitéA,,(/—A) =

(I — A)A, = I— A" nous obtenon8(I — A) = (I — A)B = I, ce qui démontre 'inversibilité
del — A etlaformule (3.7). O
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1.4 Diff érentiabilit &€ dans les espaces nores

Nous donnons maintenant une généralisation directe digfiaition (1.2).

Définition 4.1 SoientE, F' deux espaces vectoriels normédjet- £ un ouvert. On dit qug :
U — F estdifféerentiableena € U s'il existe une application linéaire continy§a) € L(E, F)
telle que

f(@) = f(a) + f'(a)(z = a) + r(z)||lz — al|, (4.1)
ou la fonctionr : U — F satisfaitr(x) — 0 pourz — a.
Par rapport a la définition usuelle daf¥, on demande en plus que I'application linégffg:)
soit continue. Ceci est important, car sinon une fonctidi@intiable pourrait ne pas étre continue
(voir les exemples ci-dessous).

Si f: E — F estlinéaire et continue, onfd(a) = f quel que soitt € E. Une application
linéaire non-bornée n’est pas differentiable (e.@p&rateur de 'Exemple 3.2).

Exemple 4.2 SoientE = IR®, ' = IR* et f : E — F donnée par
f(ZL‘) _ f1($1,$2,373> _ I‘%"‘SE%"‘I% .
fo(w1, w9, 23) L1273
Sa dérivée au point = (a1, as, as)” est 'application linéairef’(a) € L(IR*, IR*) définie par la
matrice
/ o 2&1 2&2 2(1,3
f (CL) o < o3 a1z a1a9 ) '

On vérifie aisément que l'applicatiorix) de (4.1) satisfait(z) — 0 siz — a. Comme toutes
les normes sont equivalentes #Rt, il ne faut pas préciser la norme avec laquelle on traveilke
plus, une application linéaire dB" dans/R™ est automatiquement continue.

Exemple 4.3 Considérons I'espad& ([0, 1]) avec la normd| - || ., notons ses éléments p&t) ou
a(t), et étudions I'applicatiorf : C([0,1]) — C([0, 1]),

F)0) = [ Kt 9)glals) ds. @2)

ouk :[0,1] x [0,1] — IR est continue ey : IR — IR est2 fois continlment différentiable. Pour
une fonctiorn € C([0, 1]) donnée, cherchons la dérivéga). Avech € C([0,1]) on a

(fla+h) = fla))(t) = AﬁwJXaM@+h@»—mwﬁnm
= Aﬁwﬁxymw»+§ywuﬁmwnM@da

ou «a(s) est une valeur entre(s) et a(s) + h(s). Ce calcul montre que I'application linéaire
f'(a) : C([0,1]) — C([0, 1]), définie par

(F@)n) () = /0 "kt 5)g'(a(s))h(s) ds,

est un bon candidat pour la dérivée fleCette application est continue (voir Exemple 3.8). De
plus, le restd| f(a + h) — f(a) — f'(a)h]|~ peut étre estimé patonst||h||%,, carg”(z) est bornée
dans l'intervalle contenant(s) eta(s) + h(s) pour touts € [0, 1] et pour touter avec||h||o < 1.
Ceci démontre que la fonction non-linéaire (4.2) estdéhtiable en.

1l est possible d’étendre la caractérisation de Camthgy [HW95, Lemma 1V.3.5], mais elle nécessite la con-
naissance du Théoreme de Hahn-Banach de I'analyse doedig.
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Définition 4.4 Une applicatiord : E — F (ou E et F' sont des espaces vectoriels normés) est un
isomorphismesi A est linéaire, bijective, continue et si l'inverge’! est continlt? On dénote

GL(E,F):={A € L(E,F); Aestunisomorphismg 4.3)
PourE = F, on écrit aussGL(F) a la place d&L(E, E).3
Lemme 4.5 Si E et F sont des espaces de Banach, 'enseraliléF, F') estouvertdang(E, F).

Démonstration. PourA € GL(E, F) I'application A + H est un isomorphisme pour tofit avec
|H| < 1/||A7!]||. Cecidécoule del + H = A(I + A™*H), de||[ A~ H|| < ||[A7Y ||H|| < 1, et
de la Proposition 3.9. m|

Exemple 4.6 Considérons I'applicatiorf(X) = X! de GL(E) dans£(E) (ou E est un espace
de Banach). Avec la série de Neumann (Proposition 3.9) abtenons

(A+H) '=(I+A"H)TAT ' =ATT—ATTHAT + Y (-ATTHY AT,

Jj=2

dont la partie linéaire est
ff(AYH = —ATTHA™, (4.4)

La continuité def’(A) est une conséquence [l (A)H|| < ||A~L||?||H| (en utilisant la Proposi-
tion 3.1). Le rest&";.,(—A~"H)’ A" peut étre estimé paH ||*||A~'||?/(1 — ||A~'H]|). Divisé
par||H]||, il tend vers) si | H|| — 0. Ceci demontre la différentiabilité dg X') = X! ainsi que
la formule (4.4).

Pour deux espaces vectoriéls, F; de normes respectivds ||, || - ||2, considérons I@roduit
cartésient; x E,. Sion le munit de la norme

(21, m2) || := [[z1]]1 + [|72]]2, (4.5)

on obtient un espace vectoriel normé. C’est un espace dacBasiles espacds; et F, sont des
espaces de Banach.

Exemple 4.7 Soit B : E, x E; — F uneapplication biliréaire borréeg c.-a-d., elle satisfait
| B(x1, 22)|| < M ||21]|1]|%2]|2 pour tout (xy,xs) € Fy X Es. (4.6)
Une telle application est différentiable et sa dérivéedmnnée par
B'(ay,a2)(h1, ho) = B(ay, hy) + B(hi, az). (4.7)

La continuité deB’(ay, as) résulte de|| B’ (a1, az)(hi, he)|| < M(|lai|[1||hall2 + ||R11]a2]2) <
M max(||a11, ||az]]2)||(h1, h2)||. La différentiabilité deB est alors une conséquence de

B(CLl + hl,CLQ + hz) — B(al,&z) — B'(al,aQ)(hl, hz) = B(hl, hg),

car||B(hy, ho)|l < Ml || hallz < M(||Rally + llh2]l2)*/4 = M||(he, ha)|*/4.

2La continuité ded~! est une conséquence des hypothésesisiira demonstration de ce résultat est difficile et
utilise le “théoréme sur les applications ouvertes” (gsmfonctionnelle).
3GL est une abréviation pour “general linear group”.
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Résumons quelques regles du calcul differentiel:

e Linéarite de la érivee Soientf, g deux application§/ — F' (U un ouvert deF) differentiables
ena € U, et soith € IR. Alors, on a

(f+9)(a) = f(a) +4'(a),  (Af)(a) = Af'(a). (4.8)

e Dérivée d'une fonction compés SoientFE, F, G trois espaces vectoriels normés, ddit
un ouvert deF, et soitlV” un ouvert deF'. On considére deux applicationg,: U — F
différentiable ena € U etg : V — G difféerentiable enb = f(a) € V (on suppose
f(U) c V). Alors, g o f est differentiable et on a

(go f)(a) =4g'(f(a))o f'(a). (4.9)

e Formule de LeibnizSoientE, F}, F;, G des espaces vectoriels norm&syn ouvert der,
f:U — Fyetg: U — F,des applications differentiables ere U, etB : F; x F, — G
une application bilinéaire bornée (c.-a-d., elle gaiig4.6)). Alors, la fonctionp(z) :=
B(f(x), g(x)) est differentiable en et on a

p'(a)h = B(f(a),g'(a)h) + B(f'(a)h, g(a)). (4.10)

La déemonstration de (4.8) est triviale et celle de (4.9)aestéme que pour des fonctions ddRS.
La formule (4.10) est une conséquence de (4.7) et de (4B),€ Bodoud: U — F; x F, est
donnée par

d(z) = (f(z),9(x)) avec pour dérivee  d'(z)h = (f'(x)h, g'(x)h).

.5 Theoreme des accroissements finis

La terminologie des jjaccroissements finis¢, ¢, s’expliquegmraisons his-
toriques: la notion d’accroissements jifinis¢, ¢, S'oppasdl@d’accroissements

jiinfinitésimauxg,, . . (H. Cartan 1967)
Pour une fonctiory : [a,b] — IR, le theoréme des accroisse- <
ments finis (ou theoréme de Lagrange) affirme qu'il existe u % F®)
€ € (a,b) tel que
/
f() = fla) = [(E)(b—a), -

f (a)
Si f est continue suw, b] et différentiable sufa, b). ?
Pour une fonctiory : [a,b] — IR™, I'affirmation sous cette forme n’est plus vraie. Un contre-
exemple (dé&ja donné dans [HW95, IV.3]) est la fonctjdm) = (f1(z), f2(x))” ol f1(x) = cosz,
fa(x) = sinx, eta, b] = [0, 27]. Onaquef(a) = f(b), mais il 'y existe pas dé¢avecf’(£) = 0.
Par contre, on voit que I'inégalitéf (b) — f(a)|| < ||f(€)|| - ||b — a|| reste vraie dans cet exemple.
Dans un premier théoréme, nous considérons des foscfiofu, b] — F ou F’ est un espace
vectoriel normé. La démonstration va étre differengecdlle de [HW95, Théoreme 1V.3.7], car
nous n’avons pas de produit scalaire a disposition dartsnsuite, nous étendons le résultat a des
fonctionsf : U — F,ouU C E, et E est un autre espace vectoriel normeé.

Lemme 5.1 Soientu < b deux €els,F un espace vectoriel no@nf : [a,b] — Fetg : [a,b] — IR
deux applications continues slir, b] et differentiables sufa, b). Supposons quief’(t)| < ¢'(t)
poura < t < b. Alors,

1F(6) = fa)l] < g(b) — g(a).
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Démonstration. Pour un: > 0 donné, considérons l'inégalité

LF(8) = fl@)l < g(t) —ga) +e(t —a) +e. (5.1)

Elle est satisfaite pour = a et aussi, par continuité déet g, dans un voisinage de Donc, le
suprémum
c:=sup {t € [a,b] ; (5.1) est satisfaitg¢

existe et on a que > a.

Montrons que I'inégalité (5.1) est satisfaite peurPar définition du suprémum, il existe une
suite{t,. }, t, — c, telle que|| f(t,) — f(a)|| < g(t.) —g(a) +£(t, —a) + <. En passant a la limite
n — oo, la continuité def etg montre 'inégalité (5.1) pout = c.

Supposons que < b. La differentiabilité def et g au pointc implique qu’il existe ury > 0
tel que

£
IF @) = fl < N7l =)+ 5t =¢)
£
9(t) —9(0) = gle)(t—c) =5 (t—0)
pour toutt € [c, ¢ + n]. Lhypothésd| f'(c)|| < ¢'(c) implique alors que

1F(t) = f()l < g ()t —c) + % (t—c) <g(t) —glc) +e(t —c)
Ceci, en plus de I'inégalité (5.1) pour= ¢, implique que

1£@) = fl@)] < |If®) = f)l +[[f(c) = fla)ll
gt) —glc) +e(t—c)+g(c) —gla) +e(c—a)+¢
g(t) —gla)+e(t—a)+e

IN

pour toutt € [c, c + 7], ce qui contredit la définition de Alors, on ac = b. Si I'on laisse tendre
vers( dans (5.1) avet = b, on obtient I'affirmation du theoreme. O

Considérons maintenant la situation gtest définie sur un ouveff d’'un espace vectoriel
normék, qui n'est plus nécessairemehRt Poura,b € E, on appellesegment’extrémitésa etb
'ensemble des points € E de la former = a + t(b — a) avec) <t < 1.

Théoreme 5.2 (Thkeoreme des accroissements finisyoient E,F° des espaces vecto-
riels normes etU C FE un ouvert. Sif : U — F est diferentiable dand/, et si le segment
d’extrémiésa etb est contenu dang, on a

1) = F(@)ll < sup [If'(a+(b—a)ll-|Ib—al. (5.2)

Démonstration. L'applicationh(t) :

dansF eton ah’(t) = f'(a+ t(b—a))(b— a), donc

f(a+t(b— a)) est une application différentiable @& 1]
(
1K@ < [1f"(a +t(b = a))[[ |(b = a)].

Il suffit alors d’appliquer le Lemme 5.1, en remplacgargar0, b par1, f parh, etg(t) par Mt ou
M = supge ey [1f(a + s(b —a))[[ [|b — al|. 0




12 Calcul differentiel dans les espaces de Banach

On dit qu’un sous-ensemble d’'un espace vectoriel esbnvexesi, quels que soient, b € D,
le segmen{a + t(b—a); t € [0,1]} est dansD.

Corollaire 5.3 SoientFE, F' des espaces vectoriels nagmyU C E un ouvert,f : U — F
differentiable dang/, et D C U un ensemble convexe. Alors,

1f(x) = f()ll < sup IF'I - lle =yl pour z,yeD.

Démonstration. Conséquence immédiate du Théoreme 5.2. O

Un ouvertU d’un espace vectoriel normé est ditnnexe si deux points quelconques dé
peuvent &tre joints par une ligne brisée déhsRRappelons qu’unkgne brisceest I'union finie de
segment&)?™ {a;_1 + t(a; — a;—1); t € [0,1]}.

Corollaire 5.4 SoientE, F' des espaces vectoriels namU un ouvert connexe, ¢t: U — F
une application direntiable dand/. Si f’(x) = 0 pour toutz € U, alors f est constante.

Démonstration. Fixonsa € U et prenons: € U arbitraire. Commé/ est connexe, il existe une
suite finiea = aop, a4, ..., a, = x telle que les segments;_; + t(a; — a;—1); t € [0,1]} sont
dansU. Le Théoreme 5.2 implique alors que

1f(a:) — flai—1)]] < Sup 1f' (a1 4 t(a; — ai1))|| - lai — aia|| = 0.

Donc, f(a;) = f(a;—1) et par conséquent ausfir) = f(a). O

1.6 Theoreme du point fixe de Banach

Considérons le probleme de résoudre une équation néaife dans un espace de Banach. Pour
des fonctions et g de E dansE, le probleme peut &étre formulé de la maniere suivante:

. g(x) =0, on cherche un zéro dg ou
. f(z) ==, on cherche un point fixe dgé

En posantf(z) = = + g(x) ou f(z) = = + Ag(z) avecA € GL(FE), on peut passer d'une
formulation a l'autre. Le théoreme suivant donne unedaion suffisante pour I'existence et
l'unicité d’'une solution a ce probleme.

Théoreme 6.1 (Tkeoreme du point fixe de Banach, 19225o0ient FE  un  espace de
Banach,D C E fermg, etf : D — E une application satisfaisant

(@ f(D)cD,
(b) f estune contraction sub, c.-a-d., il existe unx < 1 tel que
1f(@) = fWl <allz—yll  pour zyeD. (6.1)

Alors, f pos®de un unique point fixe daris.
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Remarques. La condition (6.1) implique qu¢ est uniformément continue siir. Inversément,
si f est differentiable dans un voisinage Besi D est convexe, et siip,.p, || f/(z)]| < 1, alorsf
est une contraction. Ceci est une conséquence du Coedlar

Démonstration. Unick. Soientx ety deux points fixes, c.-a-df(x) = x et f(y) = y. La
contractivité implique que

[z =yl = [[f(x) = F)ll < aflz =y

aveca < 1, ce qui est possible seulement:si y.

Existence. Prenonsr, € D arbitraire et considérons l'itératior),,; = f(z,). Lhypothése
f(D) c D implique quez,, € D pour toutn > 0. Montrons que{x,, } est une suite de Cauchy.
Onaque|z,i1 — x| = | f(zn) — f(zno1)|| < allz, — z,-1|| €t, en appliquant cette inégalité
iterativement, on obtient que

[2n41 — 2|l < o™[[21 — o

Pourm > n on en déduit que

|Zm — 2l < Nom — ]| + 21 — Tial] + -+ 2001 — 20|
n

[0
< (@ a2 h k) - mll < T o = oll

—
Alors, {z,} est une suite de Cauchy (observons gtile— 0). Comme I'espacé’ est complet,
cette suite converge vers unc E. La limite x est dansD, car D est fermé. En prenant la limite
n — oo danse,; = f(z,) et en utilisant la continuité dg, on obtientz = f(z), c.-a-d.,z est un
point fixe def. O

La démonstration du théoreme du point fixe de Banach astaactive et nous conduit a
I'algorithme suivant.

M éthode des approximations successiveBour résoudre un probleme= f(x) dans un espace
de Banach, cette méthode est définie par:

e on choisitz, arbitrairement,

e on applique l'itération:,, 1 = f(x,).
Sous les hypotheses du théoreme, cet algorithme canverg la solution unique du probleme.
Souvent, les hypotheses sont difficiles a vérifier, maigpeut quand méme appliquer cet algo-

rithme. Si on a convergence, on est sir d’avoir trouvé whation (si f est continue). Elle n’est
pas nécessairement unique.

Exemple 6.2 Prenons la fonctiorf (x) = cosx surD = [0, 1]. Cette fonction est une contraction,
car|f'(z)| = |sinz| <sinl < 1 pourz € D. Un autre exemple est la fonctigifz) = e”/4 sur
D = [0,1.1]. Pour cette fonction on gf’(z)| = e*/4 < e!/4 < 1 surD. Les itérations sont
illustrées dans la Fig. 6.1.

Exemple 6.3 Considérons le systeme de deux équations non linéaidesix inconnues

r =2+ (2% +9%)/20, y=1-—xy*/10.
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1.0 1.0~

! 1
X3Xp  Xq Xo

Xo X2 X3 X

Figure 6.1: Méthode des approximations successives flayr= cosz et f(z) = e* /4

Sans vérifier les hypotheses du théoreme du point fixeasha&h, appliquons la méthode itérative
avec comme valeurs initialag = 2, yo = 1. On obtient alors

21 = 2.2500000, y1 = 0.8000000,
zo = 2.2851250, ys = 0.8848000,
x5 = 2.3002333, ys = 0.8417129,
x4 = 2.2999777, ys = 0.8628284,

et on observe la convergence vers la solutica 2.3014505, y = 0.8557662 du systeme.
Exemple 6.4 Considérons I'espace de Banatti0, 1]) avec la normg| - ||, et le probleme a
point fixe

y(t) = F(t) + A/(;lk(t, $)y(s) ds, (6.2)
ol f etk sont données et est tel que|\| - maxo<i<; [y |k(t, )| ds < 1 (voir 'TExemple 3.8). La

méthode des approximations successives s'écrit comimesaprend une approximation initiale,
par exempleyy(t) = f(t), et on itere selon

1
Yoir() = FO)+ X [kt 5)yals) ds.
La suite{y,(t)} converge vers la solution unique de (6.2).

Considérons maintenant le probleme de résoufdré = y pour un vecteur donng, et cher-
chons des résultats sur I'existence et I'unicité (logdlene solution, c.-a-d., nous cherchons des
résultats sur la bijectivité de la fonctigh De plus, on aimerait savoir si la solution dépend con-
tinment du parametrg Ceci est résumé dans la définition suivante.

Définition 6.5 SoientE, F' des espaces vectoriels norm&sc E etV C F. Une application
f U — V est unhomeomorphismele U sur V, si f est bijective, continue, et si l'inverse
f~1:V — U est continue.

Méthode de Newton simplifee Supposong(a) = b et considérons le probléenygz) = y pour
uny donné proche de Soitz, une approximation de la solution cherchée (par exemple a).
L'idée est de linéariser le probleme autoursgeet de résoudre le probleme linéarisé pour obtenir
une meilleure approximatian, :

f(xo) + f'(wo) (w1 —xo) =y ou  ay =z — f'(z0) " (f(w0) — y)-

En itérant cette procédure, on obtienhtathode de Newton

a1 = T — J' (1) 7 (f(20) = y)



Calcul differentiel dans les espaces de Banach 15

(voir Fig. 6.2). Elle peut &tre interpi&e comme la méthode des approximations successives ap-
pliquée & = g(x) olig(x) = = — f'(2)*(f(x) — ).

En pratique, on remplace souvent la dériyge:,,) par une approximatiod qui ne dépend pas
dex,. Ceci simplifie et le calcul numérique et la théorie (&ul convergence, voir le theoreme
suivant). Nous considérons alorsihéthode de Newton simpé8 qui s’écritcommer,, .1 = g(z,,)
ou

g(x) =2 — A7 (f(2) = y). (6.3)

1.0~ 1.0~

A /A
X X X0 r X X Xo

Figure 6.2: Méthode de Newton (gauche) et méthode de Neswoplifiee (droite)

Proposition 6.6 SoientF et F' des espaces de Banadh,= {r € F; ||z —a| < p},A: E > F
un isomorphisme, et supposons queB — F satisfasse
lo =2 = AT (f(x) = I < eflz—z|  pour z,z€B (6.4)
aveca < 1. Alors, on a
e f estun horaomorphisme d& sur f(B),
e aveco := p(1 —a)/[|[A7Y| ona
e Filly—f@) <o} f(B), f(B)
e poury € F satisfaisant|y — f(a)|| < o, l'it ération
x9y = a, rny1 = ¢(z,) (Methode de Newton sim-
plifiee) converge vers la solution dg¢z) = y.

Démonstration. a) L'applicationg(z) de (6.3) est une contraction sirpar notre hypothese. La
continuité def(x) est donc une conséquence de

1 (x) = f(2)] = |A(z = 2) = Alg(z) — g(2)|| < [|A[I(1 + @)l — =]
De la définition dey(z), nous déduisons —z = g(z)—g(z)+ A~ (f(z)— f(z)) et nous obtenons
I'estimation ||z — z|| < a ||z — 2| + [|[A7Y| | f(z) — f(2)||. Onadonc
A-
e < Vs - p@) pour zze 65)
La fonctionf : B — f(B) est surjective par définition. La propriété (6.5) démmemu’elle est
injective et donc aussi bijective. En posant f(z) etv = f(z) dans (6.5), on obtient

1740 - ) < 12D

—, e =2l (6.6)
ce qui demontre la continuité de! sur f(B).
b) Considérons maintenant yne F' avec|ly — f(a)|| < o. Montrons quegy(B) C B. Ceci
découle deg(z) — a = g(z) — g(a) + g(a) — a = g(z) — g(a) — A7 (f(a) —y), car
lg(@) = all < allz —af + 1A - [f(a) = yll < ap+ [[A7 o =p
pourz € B. CommeB est fermé, on peut appliquer le théoreme du point fixe deBla. Pour un
tel y il existe donc une € B satisfaisany(z) = z, c.-a-d.,f(x) = y. O
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Si f(x) est différentiable e (le centre de la boul#), il est naturel de choisid = f’(a)
pourvu que cette application soit un isomorphisme. Maisffaréntiabilité au point: ne garantit
pas que l'estimation (6.4) soit vérifiee avecan< 1. Nous considérons alors une condition plus
forte que la differentiabilité.

Définition 6.7 SoientE, F' des espaces vectoriels norm&sC F un ouvert eta € U. On dit
quef : U — F eststrictement direntiableen a s'il existe une application linéaire continue
A: E — Ftelle que

f(@) = f(2) = Ale = 2) +r(x, 2) || — =], (6.7)

ou la fonctionr : U x U — F satisfaitr(z, z) — 0 si (z,2) — (a,a).

En posant = a dans (6.7) on retrouve (4.1) avec= f’(a). Ainsi “strictement différentiable
ena” entraine “differentiable en”, ce qui est heureux pour la terminologie choisie. On vo#ishu
de (6.7) gu’une fonction strictement differentiableceest continue dans tout un voisinage«de

Exemple 6.8 Il existe des fonctions qui sont differentiablesiemais pas strictement differentiables
ena. On peut prendre une fonction qui est difféerentiablesemais qui n’est continue dans au-
cun voisinage de: (exemple 5 de [HW95, 111.6]). Un autre exemple est la fonetj{z) =
z?cos(1/z) ena = 0. Les suites,, = (2n7)~! etz, = ((2n + 1)7)~! convergent vers, mais
(f(zn) = f(z0) /(20 — 2,) = (2% + 22)/(zn, — 2,) N€ CcONVerge pas verd(0) = 0 sin — co.

Proposition 6.9 SoientE, F' des espaces vectoriels n@mU C E un ouvert eta € U. Si
f: U — F estdiferentiable dang/ et si I'applicationf’ : U — L(F, F') est continue au point,
alors f est strictement diéfrentiable au point.

Démonstration. Appliquons le théoreme des accroissements finig:g = f(z) — f'(a)x.
Comme la dérivée dg(x) estg’(x) = f'(z) — f'(a), 0N a

If (@) = £(2) = fa)@ = 2)l| < sup [If'(z +H(x = 2) = Fla)] - = — 2.

La continuité def’(x) au pointa implique que I'expressiopup,_,. || f'(z + t(z — z)) — f'(a)]|
tend verd) si (z, z) — (a,a). O

Exemple 6.10 Reprenons la fonctiofi(X) = X! de I'Exemple 4.6, pour laquelle la dérivée est
f(X)H = —X~'HX~!. Montrons que cette fonction est strictement differdsidalansGL(E).
Commef(X) est continue el € GL(E), on a que pour tout > 0 il existe uné > 0 tel que

| X! — A7 <esi|| X — A| < é. En écrivant

FX)H=f(AH =—-X"HX "+ A "HA ' = — X "H(X "= A ) — (X '—AHHA,

on obtient||(f'(X) — f'(A)H|| < (XY + [[AZHD]IH]]. On en déduit|f'(X) — f'(A)]| <
e(|| XY + ||JA7Y|) et donc la continuité d¢’(X) au pointA. Ceci nous permet d'appliquer la
Proposition 6.9.

Pour toutes les fonctions des exemples du paragraphe Ipgudmémontrer sans difficulté que
f'(x), considérée comme fonction deest continue. Alors, la Proposition 6.9 implique qu’elles
sont strictement différentiables.
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.7 Theoreme d’inversion locale

Nous poursuivons I'étude de la résolution d’équatioos finéairesf(z) = 0 (ou f(x) = y pour
uny donné) dans un espace de Banach.

Exemple 7.1 Considérons le systéeme non linéaire
o} + x5 — 3w =y, v =TTy + 2 = Y. (7.1)

Pour(z,x2) = (1,2) on obtient(y;, y2) = (6,1). La question a laquelle on aimerait trouver une
réponse est la suivantpour (y;, y2) proche de(6, 1), existe-t-il une solutiofiz,, z5) de (7.1) qui
est proche d¢1, 2)? Est-elle localement unique?

Nous disons qu’une applicatioh: U — F (ou E, F' sont des espaces vectoriels normés et
U C E estun ouvert) est unoneomorphisme local @s dex € U, s'il existe un voisinage ouvert
U’ c U dea et un voisinage ouveit’ de f(a) tels que la restrictiof |, est un homéomorphisme
deU’ surV’ (voir la Définition 6.5).

Lemme 7.2 SoientE, F' des espaces de Banadii, C F un ouvertets € U. Sif : U — F
est strictement diéfrentiable ena et si f’(a) est un isomorphisme dE sur F', alors f est un
honeomorphisme local @s dex. De plus, I'application inversg —! est strictement direntiable
enb = f(a) etona

(') = f(a) (7.2)

Démonstration. L'idée est d’appliquer la Proposition 6.6 avdc= f’(a). La fonction f est
strictement différentiable emn Ceci signifie que pour tout > 0 il existe und > 0 tel que

1f(x) = f(2) = fl@)(w = 2)| <ellz— 2| pour z,z€ B, (7.3)
ouB = {z € E; |z —al| <d}. Alors, on a aussi

lo =2 = f(a)7' (f(2) = fFDI < ellf'(@)7 |- e =2 pour z,z € B. (7.4)

On fixee > 0 tel queel|f'(a)~t|| < 1/2. Pour led correspondantf est un homéomorphisme

de B sur f(B) (Proposition 6.6) eff(B) contient I'ouvertV’ = {y € F; |ly — b|| < o} ou

o:=d/2||f'(a)7Y). Donc, f est aussi un homéomorphisme de l'ouvért= f~!(V’) surV”.
Pour montrer qug ! est strictement différentiable én= f(a), nous posons = f~'(u) et

z = f~!(v) dans (7.4). Ceci donne pourv € V' que

1~ w) = £~ ) = fa) " uw =) < ellf (@) I1F~Hu) = £ )< 26| £ (a) P [lu— o

(ici on a utilisé I'estimation (6.6) aveel = f'(a) eta = 1/2). Donc f~! est strictement
differentiable erb et la dérivée est donnée par (7.2). |

Exemple 7.3 Pour le probleme de I'Exemple 7.1 nous avons

v 2a-3  3a3\ (-1 12
fila) = ( 4a3 —2a1ay —a? )\ O -1 )°
Pour la norme euclidienne, on calcyllf (a)~!|| ~ 12.1. Sil'on poses = 0.04, on peut trouver un
§ > 0 tel que (7.3) est vérifie. Pour toytc IR? avec||y — b|| < 20/12.1 le systéme (7.1) posséde
alors une solution: qui satisfait||z — a|| < . Dans cette boule de ray@nil n’y a pas d'autre

solution. De plus, la démonstration du Lemme 7.2 montrelgueéthode de Newton simplifiee
converge vers cette solution.
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Le but suivant est d’étudier si la solution gdéz) = y dépend de maniére différentiable gle
Plus précisement, nous étudions les conditions sousddieq la fonction inverse est differentiable
dans tout un voisinage de= f(a).

Définition 7.4 SoientE, F' des espaces vectoriels normé&sc E etV C F des ouverts.

e f:U — F estcontimiment diferentiable(ou de classe&’!) surU, si f est differentiable en
tout pointdelJ etsif’ : U — L(FE, F) est continue.

e f:U — V estundiffeomorphisméde class€!) deU surV, si f est bijective, continliment
differentiable, et si l'invers¢ ! : V — U est continliment differentiable.

e f: U — I estundiffeomorphisme local @s dea € U, S'il existe un voisinage ouvert
U’ C U dea et un voisinage ouveiit’ de f(a) tels quef est un diffeomorphisme dé’ sur
V.

Remarquons qu'un homéomorphisme (voir la Définition §u8)est continiment différentiable
n'est pas toujours un diffeomorphisme. La fonctipn IR — IR définie parf(z) = z* nous sert
comme contre-exemple, car l'inverge' (y) = /y est continu mais pas différentiable a I'origine.

Une fonction qui est continlment différentiable suest strictement differentiable str. Ceci
est une conséquence de la Proposition 6.9.

Théoreme 7.5 (Thkeoreme d’inversion locale) SoientE, I’ des espaces de Banadh, C F un
ouvert ets € U. Une applicationf : U — F de class&! est un diftomorphisme local @s deq,
si et seulement i’ (a) est un isomorphisme dé sur F'. De plus, on a

(fY() = f(x)™"  poury = f(x) dans un voisinage de= f(a).

Démonstration. “=": Si f : U — F est un diffeomorphisme local prés deon peut dériver
l'identité f~!(f(x)) = x. Ceci donne

(W) fx)=1 avec y=f(z) (7.5)

dans un voisinage de Par conséqueny;(a) est inversible. Linversg’(a)~! = (f~!)'(b) est
une application bornée cdr ! est supposée differentiable &n

“«<" Le Lemme 7.2 implique qug’ est un homéomorphisme local prés de Il reste a
démontrer quef ! est continliment différentiable dans un voisinage de f(a). Commef’(x)
est proche d¢’(a) (continuité def’ : U — L(E, F)) etGL(E, F') est ouvert (voir le Lemme 4.5),
f'(x) est un isomorphisme pour toutdans un voisinagé&’ de a. On peut donc appliquer le
Lemme 7.2 a chaque pointe U’, ce qui implique la differentiabilitée d¢—* dansV” := f(U").
En dérivant l'identitef~!(f(z)) = x, on obtient (7.5) et donc aus&i ') (y) = f/(f'(y))"
poury € V'. Lafonction(f~1) : V! — L(F, E), étant la composition des applications continues
L, fet(-)~1, est par conséquent continue. O

Un résultat global est le suivant.

Corollaire 7.6 SoientFE, I’ des espaces de Banadh,C £ unouvert etf : U — F contiliment
différentiable surU. Alors, f est un diffomorphisme dé& sur f(U), si et seulement si (ij est
injective surl et (ii) f'(x) est un isomorphisme pour toute U.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence du Théoreme 7.5, cdfélatiabilité est une
propriété locale. |
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¢
Exemple 7.7 (Coordonrees polaires)Soient Za
U={(r,¢)e R r>0},V=IR\{0,0))} et
f:U — V donnée par
(r, @) — (rcos p,rsin ). S U f

Cette application est un diffeomorphisme local pres
de chaque point d€, car

e o EEEETIN
f,m(p):(coscp rsmcp) o113

sing  rcose

etdet(f'(r,)) = r > 0. Elle n’est pas injective (on é(r, ¢ + 27) = f(r,)). Donc, elle n'est
pas un diffeomorphisme dé surV'. SiI'on restreint les ensemblésetV a

Up={(r¢);r>0,—m<p<m},  Vo=R\{(z,0); =<0}
f devient un diffeomorphisme d&, surVj.
Exemple 7.8 (Coordonmees spkriques) L'application
(r,p,0) — (rcospsinf, rsin@sinf, rcos0)

est un diffeomorphisme d€ = {(r,¢,0);r > 0,—7m < ¢ < m,0 < # < 7} sur 'ensemble
V = R*\{(x,0,2); 2 <0,z € IR}, car le determinant de la matrice Jacobienne-e3tin § # 0.

Exemple 7.9 (Transformation de Cayley)L application

1—a%—y? 2y
(@y) = ((1—x)2+y2’ (1—x)2+y2) (7.6)

est un diffeomorphisme du demi-plan gauche y
{(x,y); x < 0} sur le disque ouvert 2
{(u,v); u? + v*> < 1}. Pour démontrer m
ceci, nous identifiong? avec le plan com- yamENAREEaEnas N u
plexe (en posant = = + iy etw = u + i
1) et nous remarquons que I'application m
(7.6) est équivalente a i

1+2 . w—1

w = avecinverse = ——.
1—2z w4+ 1

Donc, I'application (7.6) est bijective et elle est continént differentiable (comme fonction ra-
tionnelle), ainsi que son inverse.

1.8 Théoreme des fonctions implicites

Dans le paragraphe précédent nous avons considéretéepre de résoudré(y) = = et nous
avons trouvé des conditions suffisantes permettantid®éla solution sous la forme = ¢g(z)
(attention: nous avons inverse les rolescdx ). Le but de ce paragraphe est d’étendre ce résultat
au probleme

fla,y) =0 (8.1)
ouz,y et f(z,y) sont dans des espaces de Banach. On cherche a savoiusitigq(8.1) peut
étre résolue pour obtenjr= g(z) tel que (du moins localement)

flz,y)=0 = y = g(z). (8.2)



20 Calcul differentiel dans les espaces de Banach

Exemple 8.1 Le cas our, y et f(x, y) sont dandR a été traité au cours d’Analyse | (voir [HW95,
Théoréme 1V.3.8]). Considérons par exemple la fonction

f(z,y) = 162°® — 842° 4 1622 — 89 + 27y + Sdxy® — 108y* + 362y — 180zy + 162y.

Pour un point(a,b) satisfaisantf(a,b) = 0 et g—g(a, b) # 21
0, il existe des voisinage§’ de a, V' de b et une fonction
différentiableg : U’ — V"' tels que (8.2) est vraie pour, y) € \
U’ x V'. Les points sur la courbe ayant une tangente verticale g
ou horizontale peuvent étre trouvés par la condigﬁj@, b) = v/

0 et%(a, b) = 0 respectivement. Au point du croisement on
a nécessairemetfta, b) = 0, 5 (a,0) = 0 et3L(a,b) = 0 (3

conditions pour 2 inconnues). | N g 2

Exemple 8.2 Une fonctionf (x, 25, y) = 0 représente une surface ddR%. Quand peut-on écrire
cette équation sous la formge= g (1, x2)?
Le systeme de deux fonctions

fl(xaylayQ):Oa fQ(xvylayQ):O

représente l'intersection de deux surfaces déis Sous quelle condition peut-on écrire cette
intersection sous la formg = ¢,(z), y» = g2(7), ce qui représenterait une courbe d&n¥

Pour une fonctiorf : U — G, U C E x F (oUFE, F, G sont des espaces de Banach) on définit
la dérivée partielleg—g(a, b) comme la dérivée de l'applicatidny) = f(a,y), oua est considéré
comme un parametre fixe, c.-é—%(a, b) := K'(b). Si f est de class€’, h est aussi de classe
C',carh = fo Aoulinjection)\ : FF — FE x F, définie par\(y) = (a,y), est continllment
différentiable.

Danslecasou € R",y € R"etf: IR™ x IR" — IR" est donnée par

fi(m, o T Y1y Yn) of g—?fﬁ(g;,y) %(:c,y)
f(xuy): ona a_y(x7y>:
fn(xlu--wxmayh'"vyn) %(ZE,?/) %(IE,?/)

Théoreme 8.3 (Tleoreme des fonctions implicites)SoientE, F' et G des espaces de Banach,
UcC EetV c Fdesouvertsef : U x V — G une application de classg'. Supposons qu’en
(a,b) e U xV
of . :
f(a,b) =0 et 8_y(a’ b) estunisomorphisme désurG.
(i) Il existe alors un voisinag€’ dea, un voisinage’’ deb et une application unique : U’ — V'
tels quef(z, g(z)) = 0 pourz € U'".

(ii) L'application g : U’ — V' est de class€' et on a

9(0) = (5 (.9)) " 5L (m.90a). 8.9
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Démonstration. L'idée est de considérer I'application
F:UxV—-FEx(G définie par  F(z,y) = (ZE, f(:p,y))

et d’appliquer le théoréme d’inversion locale. Cettelmpapion est de classé' et a pour dérivée

F'(a,b)(h, k) = (h %(a, b)h + g—ch(a, b)k:).

De plus, elle satisfait'(a,b) = (a,0). Pwsque (a b) est un isomorphisme;”(a, b) est in-
versible avec pour inverse

F'la,0) (b, ) = (h Zi( )" (z%—g—f( ,b)ﬁ)).

Cet inverse est continu c%(a, b) et g—;(a, b)~! le sont. D’apres le théoréme d’inversion locale
(Théoréme 7.5)F est un diffeomorphisme de clagded’un voisinage déa, b) sur un voisinage de
(a,0). On peut supposer gu’ils contiennértx V' etU’ x W', respectivement, oli’, V' etIV’ sont
des voisinages de b et0 € G. Quitte a réduird/’, on peut aussi supposer gie! (U’ x {0}) C

U’ x V'. Le diffeomorphisme invers€ ! est de la form&"~!(z, 2) = (z, g(x, 2)) et on a donc
f(z,g(x, z)) = z. L'applicationg(x) := g(x,0) est I'application cherchée.

CommeF~!(z, z) est de class€’, les applicationgj(z, z) et g(x) = §(x,0) sont aussi de
classeCt. On obtient finalement la formule (8.3) en dérivant l'idémyf (z, g(x)) = 0 par rapport
ax. O

Exemple 8.4 Soitp,(z) = ag + a1z + asz® + ... + a,z™ un polyndme a coefficients réets=
(ap,as,...,a,). Est-ce que laracine, dep,(z) = 0 est une fonction di#érentiable dex, . . ., a,,?
Pour répondre a cette question, nous considérons laidonc

f(z,a,...,a,) = ag + a17 + aox® + ... + 4, 2" = pu(7)

an + 2 variables pour laquelle

0
a_f(fc, ag, - .., 0y) = a1 + 2097 + ... + na,a" ' = pl (v).
i
Si pour des coefficients" = (af), ..., a’) on ap.(xf) = 0 etpl.(zf) # 0, 'équationp,(z) = 0

posséde, pous proche dex*, une solutionz,(a) qui est proche def et qui est une fonction
differentiable deuy, . . ., a,.

En particulier, le polyndme. (z) = 2% — 2° + z3 — 1+ ¢ posséde un zéro proche ge= 1 qui
dépend differentiablement dgon az(c) = 1 —¢/4+ O(£?)). Par contre, les zéros du polyndme
p.(z) = x? — ¢ satisfontzry(e) = +4/2 poure > 0 (une fonction non-différentiable a I'origine) et
poure < 0 le polyndbme n’a méme pas de zéro réel.

1.9 Applications bilin éaires et multilineaires
Les dérivées d’ordre supérieur sont des applicatioinsdaiires (pour I2eme dérivée), trilinéaires

(pour la3eme dérivée) et multilinéaires (pouri&me dérivée). C’est la raison pour laquelle nous
allons étudier ces applications un peu plus en détail.
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Rappelons qu’une application

A By x...xE, —F

(ou E4, ..., E,, I sont des espaces vectoriels normés) estrditkilinéaire (bilinéaire sin = 2)
si, pour chaque € {1,...,n} et pour chaque; € E; I'application partielle
T far, .o, @1, T, Qi - )

est linéaire. L'espacé; x ... x E,, munide la norme

lar,. sl o= max {lalls - - Jalla}s 9.2)

est un espace vectoriel normé. C’est un espace de Banaeh sgpace#, ..., F, sont des
espaces de Banach. Cela a donc un sens d’étudier la cé@tdiune application multilinéaire
(voir 'exemple 4.7).

Proposition 9.1 Pour une application multiligaire A : £y x ... x E, — F (F4,..., E, etF sont
des espaces vectoriels n@s), les conditions suivantes s@gjuivalentes:

(@) A estcontinue entout pointdg x ... x E,;

(b) A estcontinué l'origine (0,...,0) € By X ... X Ey;

() ||A(xy,...,x,)| est borree sur la boule-ung deF; x ... x E,.

Démonstration. La démonstration procede comme celle de la Propositibn Bour démontrer
(c) = (a), nous écrivons

Az, ... xn) — Alar, .., an) = Az — ag, 29, ..., Ty)
+A(ay, 0 — ag, T3, ..., Tp) + ...+ Alar, ... Qp_1, Ty — ayp)

et estimons chaque terme séparement. O
Définition 9.2 Soient Fy,...,E, et F des espaces vectoriels normés. On dénote par
L(Ey,...,E,; F) I'ensemble des applications multilinéaires continuestlex ... x E, dans
F. Pourunéléement € L(Ey, ..., E,; F), on définit
Alxy, ... x,
|All = sup |A(z1,...,2,)]| =  sup A ) ) (9.2)
@1z <1 21#0,0n#0 |T1]11 - [|2nlln

SiE,=...=FE,=FE,onécritaussC™(F; F)aulieudel(E, ..., E; F).

L'espacel(FE:,..., E,; F)) muni de (9.2) est un espace vectoriel normé.FSst complet,
alorsL(Ey, ..., E,; F) est aussi complet. Cette affirmation est démontrée exartecomme

pour la Proposition 3.4. Le résultat de la proposition ante est la base pour l'interprétation de la
deuxieme dérivée d’'une fonction comme applicatiomigiiire.

Proposition 9.3 (Isonttrie naturelle) Soient E,F,G des espaces vectoriels ndm
Alors, I'application
v L(E,L(F,G)) — L(E, F;G),

définie pary(A) = B ou B(z,y) = (Azx)y, est un isomorphisme qui ésgalement une isoétrie,
c.-a-d., on al|y(A)|| = ||Al| pour toutA € L(E, L(F,G)).
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Démonstration. L'application est linéaire et bijective. Son inverse est donnéyar B) = A
ou, pourx € E, Ax € L(F,G) est I'applicationy — B(x,y). Pour démontrer la continuité de
et dey L, il suffit de voir quel|(A)|| = ||AJl.

En utilisant I'estimation (3.2) une fois pourz et une deuxieme fois pout, nous obtenons

1Bz, y)ll = [[(Az)y[| < [[Az]| - lyll < [[A[l - [[=]} - lyl]-

Ceci implique queB = ¢ (A) satisfait|| B|| < || A]|.
D’autre part, la Définition 9.2 montre que

[(Az)yll = 1Bz, y)l < [1B] - =]l - [lyll-

La norme de I'application linéairdx satisfait dond|Az|| < || B|| - ||=|| et, par conséquentA|| <
| B||. Ces deux inégalités montrent que I'applicatioest une isométrie. |

On peut donc identifier les applications linéaires coréggdeF dansL(F, G) avec les appli-
cations bilinéaires dé& x F' dansG.

Exemple 9.4 Une matriceC' (avecn colonnes etn lignes) peut étre identifiée avec I'application
bilinéaire B : IR™ x IR" — IR définie parB(x,y) = 27 Cy. Elle peut également étre identifiee
avec un élement d&(IR™, L(IR", IR)) de la maniere suivante: pourc IR™, le vecteurr’C €
L(IR", IR) définit 'applicationz”C : y — 27 Cy.

L'affirmation de la proposition préecédente peut étre@ralisée a des applications multilinéaires.

SiF, ..., E, et sont des espaces vectoriels normés, I'application
@Z) : E(El, ;C(EQ, ceey En, F)) — E(El, ceey En7 F), (93)
définie pary(A) = B ou B(zy,...,z,) = (Axy)(za,...,z,), €St un isomorphisme et une

isométrie. La démonstration de ce fait est identiquella de la Proposition 9.3.

.10 Derivees d’ordre sugerieur

La dérivée d'une fonctiorf : U — F (avecU C FE) est une applicatiorf’ : U — L(E, F).
CommeL(E, F') estun espace vectoriel normé, rien ne nous empéche deéewmerda differentiabilité
de f’.

Définition 10.1 SoientE, I’ deux espaces vectoriels normés,C E un ouvertetf : U — F
differentiable dans un voisinage de< U. On dit quef estdeux fois diférentiableen a si
U — L(E,F) est differentiable em. La dérivée def’ satisfait(f’')'(a) € L(E, L(E, F)).
En utilisant I'identification de la Proposition 9.3, on d#fila deuxeme @riveéede f ena comme
I'application bilinéaire

1"(@)(h, k) = () (@)h)k.

Dans la situation de la définition précédente, considé&n’applicationg, : U — F définie
parg,(z) := f'(x)k (avec unk € FE fixé). Alors, par la formule (4.10) de Leibniz (orya(z) =
B(f'(x),k)ouB: L(E,F) x E — F estI'application bilinéaird3(A, v) = Av) on obtient

gi(a)h = ((f) (@)h)k = f"(a)(h, k).
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Exemple 10.2 Considérons une fonctiofi : R* — IR™ et notonsz = (xy,...,z,)". Pour
k € IR" fixé, la dérivee de la fonctiog, (z) := f'(z)k = 37, a%(x) k; est donnée pay,(z)h =
i (252 %%(:c) k;j)h;. La deuxieme dérivée deest donc
@k =35 = @)
’ i—1 =1 8371837] J

Pour la fonctionf : IR* — IR* de I'exemple 4.2, la deuxieéme dérivée est

f"(a)(h, k) = 2h1ky + 2hoky + 2hsks
) a1 (hoks + hsks) + as(hiks + hsky) + as(hiks + hoky) |-

Exemple 10.3Pour la fonctionf(X) = X! de GL(E) dans£(F) 'Exemple 4.6 montre que
g (X) = f(X)K = —X'KX ! pourK € L(E). La formule de Leibniz nous donne alors

f"(AVHK)=AT"HA7'KA ' + A\ KATTHA™,

Théoreme 10.4SoientE, F' deux espaces vectoriels n&mU C E un ouvert, et supposons que
f: U — F soit deux fois di#frentiable eru € U. Alors, I'application bilireaire f”(a) : E x E —
F est syrgtrique, c.a-d.,

f"(a)(h, k) = f"(a)(k,h) pour h,keE.

Démonstration. Nous allons montrer que

f"(a)(h, k) = lim i(f(a+e€h+<€k) — fla+¢eh) — f(a+ ¢ck) —|—f(a)). (10.1)

e—0 52

Puisque I'expression de droite est symétriqué ek, il est de méme d¢” (a)(h, k).
Pour démontrer (10.1), nous considérons I'application

gu(v) = fla+u+v) = flatu) = fla+v)+ fla) = f(a)(u,v)

ou u etwv sont suffisamment petits en norme. Comgp@) = 0, le théoréme des accroissements
finis (Théroeme 5.2) implique que

gu(v)]] < sup g, (tv)| - |lv]]. (10.2)
o<t<1
Il reste donc a estimer la dérivée

gu(v) = fla+u+v) = fa+v) = f(a)(u,)

(la notationf”(a)(u, -) est utilisée pour I'applicatioh — f”(a)(u, h)). Le fait quef est deux fois
differentiable eru (c.-a-d.,z — f’(x) est differentiable en) implique que

flatu+v) = fia)+ f(a)(u+v,)+r(utov)utol
flatv) = fia)+ f(a)(v,) +r()|v]

our(v) — 0siv — 0. La soustraction de ces deux équations donne ppfur) la formule
g.(v) =r(u+v)||lu+v| —r(v)||v|] et on obtient poud < t < 1

lg. (o)l < (I + o)+ llr@o)ll) (lul + llol]). (10.3)

On déduit des estimations (10.2) et (10.3) dyg(v) ||/ (||| + ||v]|)* — 0 si ||u|| + ||v|| — 0. En
posantu = ch etv = ek on obtient donc I'affirmation (10.1). O
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La définition de la troisieme dérivée est analogue rfiteon 10.1. Supposons qu’une fonction
f: U — F (E, F des espaces vectoriels norméd/et_ E un ouvert) soit 2 fois differentiable
dans un voisinage dec U. On dit quef est 3 fois differentiable easi f” : U — L?(E; F) est
differentiable eru. La dérivée satisfait/”)' (a) € L(E, L*(E; F)) et, en utilisant 'isométrie entre
L(E,L*(E; F))etL3(E; F) on définit la3eme @rivee def ena comme I'application trilinéaire

(@) (h, k1) = ((F") (a)h) (k. 1),

De maniére évidente on définit par récurrencedme dérivéef ) (a) comme application multi-
linéaire f¥)(a) € LP(E; F).
Pour un calcul pratique de B&me dérivée, on peut utiliser la formule

grala)h = ((f") (@)h) (k1) = f"(a)(h, k1) (10.4)

OU gy : U — F est définie pay () := f"(z)(k,l) etk,| € E sont des vecteurs fixés. 13@me
dérivée def peut également &tre interprétée comme la deuxiemeédedep,(x) := f'(x)l, car
pi(x)k = f"(z)(k,l) = gr(z) etdonc

pi (a)(h, k) = gy(a)h = f"(a)(h, k,1). (10.5)

Les deux formules (10.4) et (10.5) montrent qu’on peut agbkak et ! ainsi queh et k sans
changer la valeur d¢"” (a)(h, k, ). On a donc le résultat suivant.

Corollaire 10.5 Si, sous les hypo#ises du Teoreme 10.4, la fonctiorf : U — F estp fois
differentiable eru € U, I'application multilinéaire f*)(a) est syrétrique, c.a-d.,

FP @) (b, hy) = FP(@)(Boqry, - - s o)
ou o est une permutation quelconquefe. . ., p}. m|

Exemple 10.6 La 3eme dérivée d’'une applicatigh: IR" — IR™ est donnée par

n n 83
kD =33 3 s a) hibh

Définition 10.7 SoientE, F' des espaces vectoriels normEsgC F etV C F des ouverts.
e f: U — F estp fois contitiment diferentiable(ou de classe&’?) sur U, si f estp fois
differentiable en tout point d& et sif») : U — LP(E; F) est continue.

e f:U — F estindéfiniment diférentiable(ou de class&€) surU, si f est de class€? pour
toutp.

e f: U — V estundiffeomorphisméde class&?) de U surV, si f est bijective,p fois
continliment differentiable, et sil'inverge! : V' — U estp fois continliment différentiable.

Exemple 10.8La fonctionf(X) = X! deGL(FE) dansL(F) est indéfiniment differentiable. En
effet, en dérivant la formule de 'Exemple 10.3 on obtient

f"(AH, K, L) = —A'HAT'KA'LA™' —AT'HA'LAT'KA™!
—AT'VLATTHAT' KA ' — AT ' KA HA ' LA™Y
ATTKA T LATTHAY - AT'LA KA THAY,

On voit par récurrence que chaque dérivée est une comsbmbnéaire d’expressions qui sont un
produit alterné ded—! avec des applications linéaires constantes.
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Proposition 10.9 SoientF, F' des espaces vectoriels n@gmU C FE, V C F des ouverts et
f : U — V un diftomorphisme de clasgsB. Si f est de class€?, alors la fonction inverse
f~1:V — U estaussi de class®.

Démonstration. Par le Théoreme 7.5 on sait que

c.-a-d.,(f!) est la composition de trois applications, notamment> f~1(y), z — f'(z) et
A+ A~ Toutes les trois applications sont continiment difféiebles. Alors,f~! est de classe
C2%. La demonstration poyr > 3 est analogue. 0

Une conséquence de cette proposition est la suivante:nsildahéoreme d’inversion locale
(Théoreme 7.5) la fonctioli est de class€?, alors son inverse est automatiquement de clé&se
Similairement, si dans le theoreme des fonctions imjglisc{Théoreme 8.3) la fonctiofiest de
classeC?, alors I'applicatiory est aussi de classg.

.11 Exercices

1. Soitf : IR> — IR? donnée par
2 _
flz) = < T1T5 — 3x12223 )7

x%—{—x%—kx%

etg : IR" — IR donnée paw(z) = =7 Az + b''z, ol A est une matrice x n etb € IR".
Calculer les deux premiéeres dériveesfdet g.

2. Montrer que l'applicationV : IR? — IR donnée parN(z) = \/:c% — x179 + 423, définit une
norme surR? et montrer (explicitement) que cette norme est équivalaria norme| - ||o.
3. Démontrer que (2.1) est une norme.
4. Sila norme découle d’'un produit scalaire (2.1), alorgon
lz+yll+ |z =yl = 2(|z|| + lyl)  (identité du parallelogramme)
Montrer & I'aide de contre-exemples qli&' munit de la norme| - ||; ou || - || N'est pas un espace

de Hilbert.
5. On considére les ensembles suivantdite
A = {(:U,y) ER® 0<z+y< 1} ,
B = {(zy) € R, max(a||y) <3} ,
c = {(x,y) € R?, (2 + 9% — 227 + 2% = O} )
D = {@yeR,y=02e{l/nn=12.}}.

Quels ensembles sont-ils ouverts, fermés, bornés, otsdustifier.

6. Poura > 0 considérons la fonctioffi : IR? — IR donnée par
flay) = o si(zy) #(0,0)
0 si(ey)=(0,0).
(a) Montrer que)f/0x etd f/Jy existent partout et sont telles que les applications: %(m, b), y —
g—]yc(a, y) sont continues pour tout b € IR.
(b) Sia > 1/2, les application® f/0x etdf/dy sont discontinues en (0,0).
() f(z,y) estcontinue al'origine si et seulementsk 1.
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(d) f(=z,y) est dérivable & I'origine si et seulemenbsk 1/2.
(e) Poura = 1, trouver un ouvert/ C IR et un ferméF C IR tels quef —!(U) ne soit pas ouvert
et f~1(F) ne soit pas fermé.
7. SoitE un espace de Hilbert et soit € £(E). Montrer que
Al = sup A0
uz£0,0£0 lJull - [[v]l
ou (-, -) est le produit scalaire dt- || est la norme induite par le produit scalaire.
8. Démontrer qud f |2 est une norme sut([0, 1]).
9. Démontrer que, pour un ensemble arbitraire
B(A) = {f:A— IR; f estbornéé avec | f|lo = 2u£|f(t)| )
€

est un espace de Banach (Proposition 2.3).
10. Le rayon spectral(A) d’'une matricen x n, A, est défini comme suit:
p(A) = max {|\|; X valeur propre de A} .

Soit E = IR"™ muni d'une norme et soil € £(F). Montrer que pour toute norme siR”™ on a
I'inégalité suivantd| A|| > p(A), et que siA est symmeétrique on I'égaliteA||s = p(A).

11. Soit
A - 0.999 1000
- 0 0.999 ’

(a) Calculer le rayon spectral( A) ainsi quel||Al|1, || A||2 et]|A|oo-
(b) Trouver une normé - || sur IR? telle que, pour cette norme, on ditl|| < 1.

12. Soit 'ensemble des matricesx n que I'on identifie avedR™ " et que I'on muni de la normgA|| =
sup|,<1 |Az||. Considérons I'application linéairde: IR"" — IR"" donnée parl(H) = XoH +
HX, ou X, estune matrice fixée (voir Exemple 1.1). Calculer la noreaéapplication!.

13. Dans la situation de 'Exemple 3.8 demontrer que

1Al = maX/ 1k(t, )| ds.
te(0,1

Indication. Considérer en premier que la fonctiéft, s) possede gu’un nombre fini de zéros pour
toutt.

14. On considére I'eéquation intégrale suivante, difegtion intégrale de Fredholm (2&éme espece):

1
—|—/ k(t,s)y(s)ds , (11.2)
0
ou f € C([0,1]) etk € C([0,1] x [0, 1]) sont données etest I'inconnue. On suppose que

1

max/ |k(t,s)|lds < 1
tel0,1] Jo

(a) Démontrer que (11.1) posséde une unique solution@d6sl)).

(b) En utilisant la série de Neumann, écrire la solutionssia forme

-1
vO) = FO)+ [ (e f(s)ds
15. Résoudre

1
y(t) = f(t) + %/ e Sy (s)ds . (11.2)

(@) Onposer = [ e s)ds. En multipliant (11.2) pae~* et en intégrant, on trouve et donc
aussi la solutiony(t ) f( ) + aet /2.
(b) En utilisant la formule de I'exercice précédent.
16. SoitE un espace de Banach, on considére I'applicafionC(E) — L(E) donnée payf (X) = X3.
Calculer la dérivee d¢. Montrer par des exemples, qu'en gnrélX) # 3X2.

Le=sy
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18.
19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.
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SoitE un espace de Banach, on considére I'applicatiom : £(E) — L(F) donnée par la série
suivante:

1

exp(X) = Z X"
= n!

(@) Montrer que 'applicatiorxp est bien définie.
(b) Calculer la derivéesxp’ de I'applicationexp.
(c) Montrer par des exemples que, en génésg, (X) # exp(X).
Indication. Si cela vous aide, supposez glie= IR".
Calculer la drive de la fonctiofi : GL(IR™) — L(IR™) donne parf(X) = (X7 X)~1.
SoitA : IR — IR™" une fonction differentiable a valeur dans les matrices n. Montrer que
d

2 (4@) ™ =A@ A @A)

Indication. Utiliser 'Exemple 4.6 ainsi que la formule pour la dévée fonctions composées.
() SoitM : E; x ... x E, — F une application multilinéaire ofi1, ..., E,, F' sont des espaces
vectoriels normés. Calculer la dérivée e
(b) SoitA : IR — IR*3 une fonction matricielle differentiable dont les coloas®ntA, (), As(x)
et Az(x). Montrer que
d
det (A(x)) = det (A7, Ay, Ag) + det (A1, A, Ag) + det (A1, As, A})
Soitf(z,y) = In(x? +3?) pourz?® +y% > 0 etg(x,y) = (zy, vz /y)" pourxz > 0,y > 0. Calculer
la dérivee deh(z,y) = (fog)(z,y) = In(2?y? + 2/y?) directement et ensuite avec la formule de
différentiation des fonctions composées.
Soitf : [a,b] — IR continue,x;,zs,...,x, € (a,b) et f differentiable sur 'ensembld =
(a,b)\{z1,x2,...,z,}. Démontrer ou donner des contre-exemples aux affirmasionantes:
(@) Il existe ur¢ € D tel que f(b) — f(a) = f'(£)(b— a).
(b) On alestimation|f(b) — f(a)| < sup,cp |f'(t)](b— a).
Considérons la fonctiofi : IR — IR définie par
r+e 2 six >0
f(x)_{em/2 siz <0
() Montrer quef(x) — f(y)| < |z — y| pourz # .
(b) Montrer que la fonctiorf (z) ne posséde pas de point fixe.

Est-ce une contradiction au theoreme du point fixe?
On consideré ([0, 1]) avec la normé - ||, et I'applicationf : C([0,1]) — C(]0, 1]) donnée par

1
F@)®) = A [ k(t.9)g(a(s)ds
ouk € C(]0,1] x [0,1]) etg : IR — IR est suffisamment differentiable. Trouver une condition)su
sous laquellef est une contraction sur le fermé
D = {zeC(0,1); o <1} .
Montrer que I'hypothésel) fermé” ne peut en général pas étre omise dans le thsod point fixe

de Banach: trouver uf non fermé et une applicatiofi: D — E tels quef(D) C D et f est une
contraction suiD, maisf ne possede pas de point fixe ddns

SoitU un ouvert connexe d& et £ un espace vectoriel normé. S¢it U — FE une application qui
satisfait
1f(x) = fW)l < Cllz —ylI* pour tout z,y € U,

ol C > 0. Montrer quef est constante Sur.
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27. Soit la fonctionf : IR? — IR? donnée par
a3+ a5 +5
f(xy,22) = | 3z +2 |,
m‘z’ + x%
et soitK = {(z1,22) € IR? | |x1| < 1, |x3| < 2}. Trouver une constante telle que
1/ (@) = fWlle < Llz —yllo pourz,y e K.

RemarquelL s'appelleconstante de Lipschitz

28. SoitA € L(E) avec||A|| < 1 et considérons le probleme
r=Ax+b.

Motrer que lak-iéeme approximationg, obtenue par la méthode des approximations successives

(avecr, = b) est égale a I'approximation obtenue en tronquant l&séiNeumann pout — A)~!
apréesk termes. Trouver ainsi une connection entre 'Exemple 6l%Egercice 14.

29. Estimation de I'erreur pour la méthode des approxionatisuccessives. Sait un point fixe donné
par cette méthode. Démontrer

. o
2" = 2kl < T——llox — @l - (11.3)

—
Pour les fonctions de 'Exemple 6.2, faire quelques itérat et utiliser (11.3) pour obtenir une esti-
mation rigoureuse de l'erreur.

30. SoitE, F' des espaces vectoriels norméd/etC E un fermé. On se pose la question suivante: soit

f : U — F injective et continue, est-ce qyfeest un homéomorphisme désur f(U)?
(a) Démontrer que ceci est vrai 8i = IR" et U borné (utiliser la démonstration de [HW95,
Théoreme 111.3.9]).

(b) Montrer par un contre-exemple que ce résultat n'es$ phai dans les espaces vectoriels de
dimension infinie (considérer par exemple l'identité slam espace muni de 2 normes non-

équivalentes).
31. Considérons la fonctiofi: [-1, 1] — IR donnée par
fa) = { wr (2ol =) s g <l <5
0 si x
Montrer quef est strictement différentiable a I'origine, mais quéeli’est différentiable dans aucun
voisinage de).
Remarquef(z) satisfaitf(1/n) = 1/n(n + 1) et elle est linéaire sut /n, 1/(n + 1)].

32. SoitA € L(E) un isomorphisme. Pour calculer son inverse, on appliqueéthode de Newton &

I'equation X! — A = 0. Montrer que I'on obtient ainsi l'iteration
Xpp1 = Xp + Xp(I — AXy)
et vérifier que la suité X}, } converge versi—! si||I — AXy| < 1.
Indication. Ey, := [ — AX}, satisfaitEy 1 = EpEy.

33. SoitE, F, G des espaces vectoriels normés. $bitc F un ouvert etu € U etsoitf : U — G
strictement différentiable ea. SoitV C F un ouvert aved = f(a) € V etsoitg : V — G
strictement difféerentiable elh= f(a). Démontrer que o f est strictement différentiable eret que
(go f)(a) = g'(f(a))f'(a).

34. Considérons la fonctiofi : IR? — IR? donnée par

xg—x% si x%ﬁmg

fi(z1,22) = 21, fo(z1,20) = (23 —afag) /2 si 0 <y <af
—fg(l‘l, —.%'2) si i) S 0
Montrer que
(a) f est partout differentiable.
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38.

39.

40.

41.
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(b) f(0) est inversible (calculef’(0)).

(c) f n'est pas strictement differentiable a I'origine.

(d) il n'existe pas de voisinage de l'origine glest injective (i.e.f n'est pas un homéomorphisme

prées de l'origine).

Donner un diffeomorphisme (a) de l'interval(lé 1) avecIR, (b) de l'intervalle(0, 1) avec la demi-
droite IR, .
Soient le “cube’C = {r e R"; 0 < z; < 1,i = 1,...,n} etle “simplexe”S = {y € R"; y; >
0, > ,y; < 1} et on considére 'applicationp : C — IR™ donnée parp(z) = y avec y, =
(I—21) - (1 =zp_1)z, pourk =1,...,n.

(&) Pourn = 2 dessiner les images pardes droites paralleles aux axes.

(b) Veérifierqued i y; =1 -1 (1 — ;).

(c) Montrer quep est un diffeomorphisme d€ sur S et trouver son inverse.

Les coordonnées sphériquesi@®é sont données paf(r, 6y, ...60,-1) = x ou
r1 = rcosb;
Tr9 = rsinfqcosby
r3 = rsin#;sinéfscosfs
Tp—1 = rsinfisinfy...sinf,_scosb,_1
T, = rsinfisinb,...sinf,_o9sind,_1 .

Montrer que
det ¢/ =" Lsin™ 26, sin® 36y -sinb,_s ,

et montrer que la restriction de I'applicatigra (0, oo) x (0, 7)"*~2 x (—m, ) est un diffeomorphisme.
Soita, le volume de la sphérgr € R™; ||z||2 < 1} dansiR™. En utilisant les résultats de I'exercice
37, le theoreme sur les changements de coordonnées HWi@oreme IV.5.7]) et la définition de
la fonction Gamma'(z) ([HW95, Définition 111.8.10]) montrer que
/2
Oy = ————— .

I'(n/2+1)
Montrer également que,, — 0 Sin — co.
Indication.Pourl), = [ sin* tdt on a(k + 1)Ij41 = klj_1.

Dans le plan avec coordonnées cartésiefingg) on considere les deux courbes
C1 = {(zy);a*-y=0}
Cy = {(zy);z—y*=0}.

Trouver un diffeomorphisme local prés (& 0) tel que
f(¢) = A(wv);v=0}
f(C2) = {(u,v); u=0}.
Pour tout: € IR on considere la fonctioff, : IR — IR donnée paff,(x) = ax —sinz. Pour quelles

valeurs dex la fonction f,, est-elle un homéomorphisme? un diffeomorphisme? ugdafifiorphisme
local pres de l'origine?

Soitf : R* — IR? I'application définie par
fl(xayauav) = u3—|—vx+y

et soit Py = (g, Yo, ug, vo) Un point def 1 ({0}).
(@) Ecrire une condition suf, qui permet d’obtenir localement pres de ce point I'ensenfibl ({0})
comme le graphe d’une fonctignde la formeu = g1 (z,y), v = g2(x, y).
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

(b) Calculerd (zo,yo) si Py = (0, —1,1,1).

On considre le systme

9 9
Acr = 3¢ + Zc‘z’ + 50103

Aey = 2¢3+ 3cfes + gc%- ::IIII||||||||||||||
Trouver les points de bifurcation ||||||| é

des courbes; (\) etca(N).
Une condition nécessaire pour un

point de bifurcation est que le théoreme
de fonctions implicites ne peut pas

i
iy
oty |||||||||||||||||||||||

Démontrer que le théoreme d’inversion locale (Théw 7.5) peut étre déduit du theoréme des fonc-
tions implicites.
SoitS = {(z,y,2); xz + sin(xy) + cos(zz) = 1}. Déterminer si dans un voisinage (g 1,1)
'ensembleS peut étre écrit sous la forme
z=f(z,y) ou y=g(x,z) ou z=h(y,z).
Calculer la norme du déterminant vu comme applicatiattitméaire
det : R" x---xR" — IR (n facteurg,

ol IR" est munie de la norme euclidienne. En déduire l'inégdlititA| < n™/? (de Hadamard)
pour une matriced = (a;;)1<;,j<n Satisfaisanta;;| < 1.

SoientiR" et IR™ munis de la norme euclidienne. Soit IR" x IR™ — IR I'application bilinéaire
donnée pam(z,y) = =’ By, ol B est une matrice arbitraire. Montrer que la normeb dmtisfait
6]l = 1IBlf2-

Soientf : E — Fetg: f — G (OUE, F et sont des espaces vectoriels normés) deux applications
deux fois differentiables. Calculéy o f)”(z)(h, k).

Soith : E x F — G (OU E, F et G sont des espaces vectoriels normés) une applicatiorediti
continue. Calculer sa deuxieme dérivée.

Calculer la deuxiéme dérivée de IR? — IR* donnée par

T
flx) = (:c‘z’+:le%,e(ml*“),cos(xlm)) .

SoitX € GL(IR™), calculer toutes les dérivées de la fonctjtiX ) = X3.



Chapter Il

Maxima et minima relatifs et calcul de
variations

Ce chapitre est consacré a I'étude des extrema d’'undidona valeurs réelles. Il est bien connu
que pour une fonctiorf : IR — IR la conditionf’(a) = 0 est nécessaire et les conditiofita) =

0, f”(a) > 0 sont suffisantes pour quesoit un minimum relatif. Nous allons étendre ce résultat
a des fonctiong : U — IR ou U est un ouvert d’'un espace vectoriel noriie Nous étudierons
également des conditions pour que la restrictfogy, ou M est une sous-variété de la forme
M ={z e U; g(x) =0}, possede un extremum enUne application importante est la situation
ou F est un espace de fonctions. Les conditions nécessairésxttemum s’expriment alors par
une équation difféerentielle, 'équation d’Euler-Lagge.

1.1 Maxima et minima relatifs

SoitU un ouvert d'un espace vectoriel normié&et f : U — IR. On dit quef posséde uminimum
relatif au pointa € U, s'il existe un voisinag®” dea (V' C U) tel que

f(z) > f(a) pour toutx € V.
Un minimum relatif est district, si
f(z) > f(a) pourtoutz € V' \ {a}.

De la méme maniere on définit un maximum relatif ou un maxmrelatif strict. On dit quef
possede uextremum relatifena, si elle possede un minimum ou un maximum relatiien

Théoreme 1.1 (condition recessaire)Soit U un ouvert d’'un espace vectoriel noen’ et sup-
posons qug : U — IR soit differentiable eru € U. Si f admet un extremum relatif en alors

f'(a) =0.

Démonstration.Supposons qu¢ admette un minimum relatif em (le cas d’'un maximum relatif
est traité de la méme maniere). Les hypothéses impiiggee pour um. € F fixé et pour|e|
suffisamment petit

0 < fla+eh) = f(a) = f(a)ch+r(a+eh)-|e]- |||

our(a+eh) — 0sie — 0. En divisant cette relation paret en considérant la limite — 0 on
obtientf'(a)h > 0. On en déduif’(a) = 0, carh € E est arbitraire. O



Maxima et minima relatifs et calcul de variations 33

Le lemme suivant représente un cas particulier de la derigylor avec reste.

Lemme 1.2 Soitf : U — IR (U un ouvert d’'un espace vectoriel nogy) deux fois diférentiable
ena € U. Alors,on a

fla+h) = fa) + f(a)h + % F"(a)(h, h) + s(h)||R )%, (1.1)
ous(h) — 0sih — 0.

Déemonstration.Considérons la fonction

1

g(h) = fla+h) = fla) = f'(a)h = o f"(a) (R, h),

définie dans un voisinage @le= E. On ag(0) = 0 et la dérivée dg(h) est donnée par

g'(h) = f'la+h) = f(a) = f(a)(h,-) = r(R)|[P]

avecr(h) — 0sih — 0, car f'(z) est differentiable em. Par le théoreme des accroissements
finis, on obtient alors

lg()| < sup lg'(th)[| - 1]l < sup [[r(th)[| - |2]]*.
0<t<1 0<t<1
Ceci implique que la fonctior(h), définie par (1.1), satisfaith) — 0 sih — 0. |
Théoreme 1.3 (condition ecessaire)SoitU un ouvert d’'un espace vectoriel nogretf : U —
IR deux fois diférentiable eru € U. Si f posde un minimum relatif em, alors
f"(a)(h,h) >0 pourtout h € E. (1.2)

Démonstration.On remplace: par<h dans (1.1), on divise la formule obtenue paet on con-
sidere la limites — 0. O

On dit quea € U est unpoint critiquede f : U — IR si f'(a) = 0. La condition (1.2) ne
suffit pas pour qu’un point critique soit un minimum relaté fl. La fonctionf(z) = x3 nous sert
comme contre-exemple.

Théoreme 1.4 (condition suffisante)SoitU un ouvert d’'un espace vectoriel nognetf : U —
IR deux fois diférentiable erw € U. Si f'(a) = 0 et si f”(a) satisfait

f"(a)(h,h) >~||h|*  pourtouth € E (1.3)
avec urny > 0, alors f admet un minimum relatif strict au point
DémonstrationLes hypotheses siff(a) et f”(a) et la formule (1.1) impliquent que
g
fla+h) = fla) = (5 — [ls()) 111>

Commes(h) — 0sih — 0, on en déduit que(a + h) > f(a) pourh # 0 suffisamment petit.
O
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Exemple 1.5 Pour le cas particulie/ C IR", ou f : U — IR est une fonction & variables
réelles, la conditiorf’(a) = 0 devient

of of
—(ay,...,a,) =0, ceey ai,...,0,) =0,
8l‘1( ! ) 8l‘n( ! )
ce qui constitue un systeme deéquations pour les inconnuesi, . . ., a,. La condition (1.3) est
équivalente au fait que la matrice Hessienne
& 2f
a?%(@ e 8$18$"< )
H{a) = : :
92 92
8J1"8fml <a’) e ﬁgl)

est une matrice définie positive, c.-a-d., toutes lesuraleropres sont positives. La valeurge
correspond a la plus petite valeur proprefig:).

1I.2 Multiplicateurs de Lagrange
Soit U un ouvert d’'un espace vectoriel norm& f : U — IR, et considérons la sous-variété

M ={zx e U;g(x) =0}oug: U — IR™. Le probléeme consiste a trouver les minima (ou
maxima) de la restrictiorf| »,, c.-a-d., on cherche € M tel que

f(z) > f(a) pourtoutz € VN .M,

o/

min

ouV est un voisinage de dansU.

Exemple 2.1Soit U = IR?, f(x1,15) = z115 €t
g(z1,79) = 3 + 23 — 1. On cherche alors les ex-
trema de la fonctiory (z) sur le cercle de rayom.

Par un raisonnement géometrique (voir [HW95, page
325]) on trouve la condition nécessaire

grad f(a1, az) = Agrad g(ay, az)

pour un extremumegfrad f(a), qui est orthogonale
aux courbes de niveau giedoit avoir la méme direc-
tion quegrad ¢g(a)). Dans notre exemple on obtient

as = 2Xaq, a; = 2Xas, a% + a% =1
et on trouve sans difficulté les quatre solutions,/2/2, £1/2/2).

Nous étendons ce résultat a la situation (dtest un ouvert d’'un espace vectoriel normé
(éventuellement de dimension infinie) et ou la sousetar\ est donnée par. équations.

Théoreme 2.2 (condition recessaire)SoitU C E un ouvert d’'un espace de Banaéh et sup-
posons queg : U — IRetg: U — IR™ soient conti@ment diférentiables dans un voisinage de
ae M={xeU,;g(x)=0}. Sig'(a) est surjective et sf| \, pos&de un extremum relatif en

alors il existe des nombres;, ..., \,, (multiplicateurs de Lagrange) tels que
f'(a) =3 Aigi(a) =0 (2.1)
=1

(g9:(x) est laiéme composante du vectepfr)).
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Remarque. Avec lafonction de Lagrange
L(x,\):= f(x) — Z)\igi(:ﬁ) (2.2)
=1

les conditions: € M et (2.1) sont équivalentesti(a, \) = 0.

Démonstration.Par la surjectivité de’(a) on peut trouver des vecteuts, . .., h,, € F tels que
g (a)h; =¢; = (0,...,0,1,0,...,0)", c.-a-d.,g/(a)h; = §;; U ; = 1 etd;; = 0 pouri # j.
Considérons alors la fonction
G(z,t) :=g(x +tihy + ... + tmhy)
avect = (ty,...,t,)7 € R™. OnaG(a,0) =0 et
oG

- (a,0) = (9'(@)ha,.... g (@)h) =1  (lidentité).

Le théoreme des fonctions implicites implique que, peod#&(«a, 0), il existe une fonction différentiable
t(x) = (t(x), ..., tm(x))" telle queG(z, t(z)) = 0. Le vecteuy := x+hit, (2)+ . . .+ Ayt (2)
satisfait dongy(y) = 0 pour toutz dans un voisinage de La dérivée dey;(y) = 0 par rapport a

x donne alors au point

0 = gia)(1 + hty(a) + .. + hutl,(a)) = gila) + ti(a).

Commef| possede un extremum relatif enla condition nécessaire du Théoreme 1.1 implique
que la dérivée dé(z + hiti(x) + ... + hnt,(x)) est nulle au point = «, c.-a-d.,

F(@)(I+ hity(a) + ...+ hitl,(a)) = 0.
En posant\; := f'(a)h; et en utilisant la relatiorf,(a) = —g;(a), on obtient I'affirmation (2.1).0

Pour le cas particulieE = IR", la surjectivité dg/'(a) s’exprime par le fait que la matrice

g_i(a) e %(a)
g'(a) = : :
9gm AGm
ae (@) o Grnla)
possede le rang.
Exemple 2.3 Soient
f($1,9€2,$3) = ] —T2— I3
g1(x1, 22, 23) = :1:% + 23:; —1
go(T1, 29, x3) = 3wy — 4

et cherchons les extrema g¢y oU M = {z € IR*; gi(z) = go(x) = 0}. LensembleM
représente l'intersection d’'un cylindre elliptigue avat plan. On vérifie aisément qug(x)
possede le rang pour toutz € M. Considérons alors la fonction de Lagrange

L(x,\) =21 — 29 — 23 — A (2] + 225 — 1) — Xo(3zy — 43).
Les conditions nécessaires (2.1) nous donnent
1-— 2)\11‘1 - 3)\2 = 0, -1 - 4)\1[[’2 = 0, —1 + 4)\2 = 0.

On obtient donc\, = 1/4 et, en éliminani\; des deux autres équations, on trouye} 2z; = 0.
Les solutions du systéme (2.1) sont algrs3, —2/3,1/4) et(—1/3,2/3,—1/4).



36 Maxima et minima relatifs et calcul de variations

Théoreme 2.4 (condition suffisante)Soit U € E un ouvert d’'un espace de Banaéh Sup-
posonsde plusqugé: U — IRetg: U — IR™ soient deux fois diérentiables ern € M := {x €
U; g(x) =0} et queg’(a) soit surjective. Si (2.1) est satisfait et si

( Z Nig! (a ) (hyh) >~ ||h|? pour i satisfaisantg’(a)h = 0, (2.3)

avec uny > 0, alors f|,, admet un minimum relatif strict au point

Démonstration En appliquant le Lemme 1.2 a la fonctigz) — >, A\;g;(x) et en utilisant (2.1)
nous obtenons pour+ k£ € M

1
flatk) = fla)= 5 (/"(a zAzgl )) (k. k) + (k) [[KI1%, (2.4)
ou s(k) — 0 sik — 0. Considérons maintenahttel quea + £ € M. La difficulté est qué: ne

satisfait pas nécessairemefiz)k = 0 et qu’on ne peut pas directement utiliser (2.3).
Pour le vecteuk € F nous considérons

h=k—aihy —...—aphn, (2.5) M
ou les vecteurg,, . . ., h,, sont comme dans la démonstration du /
Théoréeme 2.2. Nous choisissons = gi(a)k afin queh soit k ker ¢'(a)
danskerg'(a). Sia+ k € M nous avons (de nouveau par le
Lemme 1.2) que h

0=gla+k)—gla) =g'(a)k+ 3 9" (@) (k. k) + 7 (k) [k

avecr(k) — 0 pourk — 0. Ceci implique||¢g’(a)k|| < ci||k||? pour k suffisamment petit, et en
utilisant (2.5) aussi|h — k|| < c||k||?. Linégalite|||h| — ||k||| < ||h — k|| montre alors que
csllk|] < ||h]| < c4||k|| Sik est suffisamment petit. L'expression de droite de I'équra(R.4) peut
donc étre écrite sous la forme

(7" ZA@gZ ), ) -+ 5(0) 1A,

ou s(k) — 0 pourk — 0. Par la condition (2.3), cette expression est positive goy# 0
suffisamment petit. Dond,(a + k) — f(a) est strictement positive poiér# 0 suffisamment petit,
Sia+ ke M. O

Exemple 2.5 Utilisons la condition (2.3) du Théoréme 2.4 pour démengue le pointa =
(—1/3,2/3,—1/4) est un minimum relatif strict de la fonctiofj, de 'Exemple 2.3. Comme
A\ = —3/8 et\, = 1/4 nous avons pou = (hy, ho, h3)? que

3
(f"(a) — Aigi(a) — )\ggé'(a))(h, h) = g(zh% +4h3).
Pourh satisfaisany’(a)h = 0 (en particulie3h; — 4h3 = 0) on obtient
3 3 16 3
S (217 + 4h3) = S(R+ b3+ h3) > Slh)

et la condition suffisante pour un minimum strict est vesdfi’
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1.3 Calcul de variations

En 1696, Johann Bernoulli posait le probleme suivamie par- 1A X
ticule glisse sous l'influence de la gra&isur une courbe reliant
A et B (dans un plan vertical). Trouver la courbe pour laquelle

rrs \ . dx
le temps qu'il lui faut pour aller ded & B est minimal.Une telle dy
courbe s’appelldrachistochrone La solution de ce probleme, ds
proposée par Jakob Bernoulli, est a l'origine du calculdea- y
tions.

La formulation mathématique part du principe de la coresom de I'énergie mécanique

3 () o=

('origine est au pointd). Ceci impliqueds/dt = \/2gy. Comme pour la longueur d’'ar@s =
Vda? + dy? = /14 y/(x)? dx, le probléeme revient & minimiser I'expression

/ vityie? (3.1)
2gy

T(y) = [ di = /0

ouT est un opérateur d&' ([0, b]) dansiR.

Probléme Considérons une fonction continli¢r, y, y'), définie dans un ouvert d8* et a valeurs
dansiR. Le probléme consiste a trouver une fonctigm) telle que

()= [ L(ry(@). /(@) dr (3.2)

soit minimale parmi toutes les fonctions de clag$esatisfaisant(a) = A ety(b) = B. La
fonction L(z, y,y') s'appellefonction de Lagrangeu Lagrangien

Lemme 3.1 Soity € C!([a,b]) une fonction qui &rifie y(a) = A, y(b) = B et L(x,y,y’) une

fonction conti@iment diférentiable dans un voisinage dér, y(z),y'(z)) € IR*; x € [a,b]}. Si
I'expressionl’(y) de (3.2) posade un extremum ey alors

Lb(g—j (z,y(x), v/ (2) ) h(x) + g—?f,(:c, y(z), y’(:c))h'(:c)) dr =0 (3.3)
pout touth, € C'([a, b)) verifiant h(a) = h(b) = 0.

Déemonstration.Considérons la fonction
b
S() =Ty +eh) = [ L(w.y(@) +h(2), /() + eh'(2)) da

ol y satisfait les hypothéses du lemmes C!([a, b]) avech(a) = h(b) = 0, ete est un paramétre
réel (petit). Siy est un extremum dé(y), 0 en estun dé&(<), et la condition nécessaif#(0) = 0
doit étre satisfaite. L'affirmation du lemme est une causnce du fait que I'expression de (3.3)
est égale &’(0) (les hypothéses garantissent qu’on peut échangerilzatén avec I'intégration).

O
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Une autre possibilité serait de considérer I'espaceovittEl = {h € C([a,b]); h(a) =
h(b) = 0}, de le munir d’'une norme, et de considérer I'application £ — IR, définie par
F(h) := T(y + h). Pour quey soit un extremum d€’, h = 0 doit étre un extremum dé'.
La condition nécessaire’(0) = 0 (ou bienF’(0)h = 0 pour touth € E) du Théoreme 1.1 est
equivalente a (3.3). Les résultats des Theoremest 1.3 g@euvent egalement étre appliqués.

Définition 3.2 Une fonctiony € C'([a, b)) qui satisfaity(a) = A, y(b) = B et la condition (3.3)
pour touth € C'(]a, b]) verifianth(a) = h(b) = 0, s’appelle unextremaledu probléme (3.2).

Pour trouver la solution du probléme variationel, nougchens a éliminer la présence kier)
dans la condition nécessaire (3.3).

Théoreme 3.3 (Equation d’Euler-Lagrange) Soit L(x,y, ') de classeC'. Une fonctiony €
C!([a,b]) est une exmale du prol#me (3.2) aux exémies fiesy(a) = A ety(b) = B, si et
seulement si

oL

a—y,(:c, y(z),y'(z)) estcontiiment diferentiable et
S @@/ () — -5 y(o), ) = O 3.4)
Démonstration. SuffisanceNotonsA(z) = §(z,y(z),y'(v)) et B(z) = §Z(z,y(2), y'(x)). La

condition (3.4), c.-a-d.A(x) = B'(x), implique que

/C; b(A(x)h(x) + B(a)l (x)) do = / b

a

(B(@)h(z)) dz = B(x)h(x)]’, = 0

pourh(a) = h(b) = 0. Donc,y(z) est une extréemale de (3.2).

Néecessi. La condition (3.3) s’écrit commé’(A(x)h(x) + B(z)h (x)) dx = 0. On intégre
par parties la premiére expression de cette intégral&€!(8) est une primitive dei(x), c.-a-d.,
C'(z) est continlment différentiable €t (x) = A(x), on a que

0= / b(A(a:)h(:c) + B(a)(z)) do = / b(B(:c) — C(0))(v) da

pour touth € C!([a,d]) satisfaisanf:(a) = h(b) = 0. En appliquant le Lemme de Du Bois Rey-
mond (Lemme 3.4) on obtied®(x) — C(x) = Const. Donc,B(x) est continlment différentiable
etB'(z) = C'(z) = A(z). O

Lemme 3.4 (Du Bois Reymond)Soitd : [a,b] — IR continue et
/ab d(z)W (z)dx =0  pourtouth € C'([a,b]) véerifianth(a) = h(b) = 0,
alorsd(z) = Const.
Démonstration.Posons
mi= ! - /:’ dz)dr et h(z):= /:(d(t) —m)dt.

Cette fonction: est dan¥’!([a, b)), elle vérifieh(a) = h(b) = 0 et on al/(z) = d(x) — m. On
obtient donc

/ '(d) — m)? de = /b(d(x) —mk(2)dr = —m [ () di = —m(h(B) - h(a)) = 0.

a

Commed(x) — m est continue par hypothése, ceci est possible seulemét)si- m = 0. O
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Si L(z,y,y') ety(z) sont de class€?, I'eéquation d’Euler-Lagrange peut étre écrite sous la
forme

oL , 0*L , 0*L N 0*L N
a—y(x,y,y)—m(:c,y,y)—m(%y,y)y—M(%y,y)y =0, (3.5)

qui est une équation différentielle de deuxieme ordeetHéoréme suivant nous permet de réduire
I'ordre de I'équation différentielle dans la situation 6(z, v, y') ne dépend que deety/’.

Théoreme 3.5 Soit le Lagrangien. de classe’! et independant de la variable. Alors, toute
extremaley(z) de class&? vérifie la relation

L(y(z),y'(x)) — g—yL,(y(x), y'(z))y'(x) = Const. (3.6)
DémonstrationLa dérivée deL(y(x),y'(x)) — g—yL,(y(:c), y'(z)) y'(x) parrapport & donne
oL , oL , d 0L , oL ,
3, Y@+ 5500y @) = (G50 )Y @) = 5500y @),

ce qui est nul par (3.4). 0

Exemple 3.6 (Brachystochrone)Le probleme consiste a minimiser I'intégrale (3.1) petontes
les fonctions satisfaisagt0) = 0 ety(b) = B (b et B sont des nombres positifs). La condition
nécessaire (3.6) devient

VST
Vi VaViTy?

ce qui est équivalent a+y' 2 —y' 2 = Const-\/y /1 + 3 2. On en déduit 'équation differentielle
y(1+1vy'?) = C, dont la solution générale est une cycloide donnéevmar [HW95, page 138])

"= Const,

we)= Sle—sme) D, (o) = S(1—cosy) 37)

La Fig. 3.1 (le dessin de gauche) montre les solutions potlr ¢ < 27 et pourD = 0 (pour
gu’elles passent par l'origine). On voit que, quelque soit 0 et B > 0, il existe une unique
valeur deC telle que la courbe (3.7) passe parB) pour uny € (0, 2).

Attention.Ce probléme n’entre pas exactement dans le cadre de netméethcarl (y, y') n’est
pas définie pouy = 0. Nous ne discutons pas les détails techniques pour jusdéfsolution.

Exemple 3.7 (Surface de @volution d’aire minimale)

On se donne < b, A > 0, B > 0, et on cherche une fonction
y(z) de class€! telle quey(a) = A, y(b) = B et que la surface
de révolution{(x, y(z) cos p, y(z) siny) ; « € [a,b], p € [0,27]}
posseéde une aire minimale. On a la formule

b
Aire = 27r/yds = 27r/ y(z)\/1 4y (z)*dz,
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\ \
3O 1 2 3

Figure 3.1: Brachystochrone (gauche) et surface de réwald’aire minimale (droite)

et 'équation d’Euler-Lagrange sous la forme (3.6) donne

. /
y\/1+y’2—%-y': Const.

dy y>
2 _ 21 2 Y _ 1
y=C0+y7T)  ou oo =45

On résout cette équation differentielle en utilisanséparation des variables et la substitution
y = C coshu. Cecidonnes = z/C + A ouy(z) = Ccosh(z/C + X\) comme solution générale.
En choisissant = 0 et A = 1 (normalisation) la conditiog(0) = 1 devientl = C cosh ), et on
obtient pour la solution la représentation

On en déduit

y(x) = coslh 3 cosh (:c -cosh \ + )\). (3.8)

La Fig. 3.1 (le dessin de droite) montre qu’en général ableme possede deux extremales (par
exemple poub = 1.148 et B = 1.731 on obtient\ = —2.1 et A\ = 0). Pour la courbe supérieure
(celle avec le plus grand) I'aire de la surface de révolution est minimale (sans oléstration,
pour plus de détails voir [Fox, page 48]).

Si le point (b, B) est en-dessous de I'enveloppe des courbes (3.8), il n'y alpagémale.
Dans cette situation, la fonction non-continge) = 0 pour0 < = < b, y(0) = 1 ety(b) = B
donne la valeur minimale de I'aire (Aire 7(1 + B?)). Elle s’appelle solution de Goldschmidt
[Tr83, page 214].

Exemple 3.8 Un exemple plus simple qui n’admet pas d’extrémale estil@at(di a Weierstral3):

1
[y -y@)de — min, y(-1)=0, y(1)=1
-1
L'équation d’Euler-Lagrange est alors
(1 -y +2%(1 =y )y = y*(1 = y)(1 +¢) = Const.

Elle n’a pas de solution differentiable qui vérifie les ddions aux
bords. L'intégrale est minimale pour la fonction donnéaeygz) = 0

pour—1 < x < 0 et pary(x) = z pour0 < z < 1, car elle vaut
alors zéro. -1 1

A
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II.4 Probl emes isogrimeétriques

Considérons le probleme suivant, proposé par Euler4t Ibu-
ver la forme d’'une chime de longueu¥ (a I'équilibre), qui est
suspendue aux ed@mies. Mathématiquement, ce probleme de-
vient a

/by(:p) 1+ ¢y (z)2dr — min ou /b V1+y(2)2de = ¢, (4.1)

c.-a-d., I'énergie potentielle est minimale et la longuest/ (condition “isopérimétrique”).

Probleme gnéral Soient données deux fonctions continyés, y, v') etg(z, v, v'), définies dans
un ouvert delR® et a valeurs danf®, et/ € IR. Le probleme isoprimétriqueconsiste a trouver
une fonctiony(z) telle que

F(o)i= [ foy(a).y/(@)) do @2)

soit minimale parmi toutes les fonctions de clagssatisfaisant

G) = [ gy @) dr=t et yla)=A, y) =B (4.3)

Nous allons écrire ce probleme sous la forme traitée gparagraphe 11.2. Supposons qu’une
solutiony € C'([a, b]) existe. Comme dans la discussion qui suit le Lemme 3.1, mirggiuisons
I'espace vectoriel

E ={h € C([a,¥]); h(a) = h(b) = 0}

muni d’une norme et nous considérons les applicatignsE — IR etG, : F — IR définies par
Fy(h) = F(y + h) etGo(h) = G(y + h). Le probléeme consiste alors & montrer due 0 est un
minimum deF;(h) assujetti a la conditioti’y(h) — ¢ = 0.

Théoreme 4.1 Soientf(x,y,y’) etg(z, y,y’) des fonctions de clasg®, et soity € C?([a, b]) une
solution du probdme isoprimétrique. Si

T y(o). /)~ S (o p(a). (@) 20 (@.4)
alors il existe un\ € IR tel que la fonction
L(z,y,y") = f(z,9,9) — Ag(x, 9, (4.5)

satisfait 'equation d’Euler-Lagrange (3.4).

Démonstration.Nous allons appliquer le Théoréme 2.2 au probl&rpg) — min assujetti a la
restrictionGy(h) — ¢ = 0. La condition (4.4) implique qué&’,(0) : £ — IR est surjective. Il existe
alors un\ € IR tel queFj(0) — AG((0) = 0. Mais ceci est exactement la condition (3.3) avec
L(z,y,y’) pris de (4.5). Laffirmation est alors une conséquence dietaonstration (nécessité)
du Théoreme 3.3. |
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Exemple 4.2 Pour le probleme du début de ce paragraphe nous obtenons

Liw.y.9) = (4= A1+

Apres la transformation — A\ = z, 'équation d’Euler-Lagrange est exactement la mémepque
le probleme de la surface de révolution d’aire minimaleg(iaple 3.7). On obtient donc

y(x) = A+ Ccosh(z/C + D).

Les trois paramétres, C, D sont déterminés paf(a) = A, y(b) = B et par
b b
(= / V1+y(z)2de = / cosh(z/C + D) dx = Csinh(z/C + D)‘b.

1.5 G eéodesiques des surfaces

Avant de discuter le calcul de géodésiques des surfacesdg des courbes de longueur minimale
sur une surface donnée), nous généralisons les réssdliaparagraphe 1.3 au cas de plusieurs
fonctions.

Considérons une fonctiob(x, y1, ..., yn, ¥4, - - -, y,). Le probléme consiste a trouverfonc-
tionsy,(x), ..., y,(x) telles que
b / /
[ L@@ @) @), (@) do (5.1)

soit minimale parmi toutes les fonctions de cla§$esatisfaisant;(a) = A; ety;(b) = B; pour
touti = 1,...,n. Ce probleme correspond a celui du paragraphe 1.3 oda,b] — IR". En
considérant la fonctios(¢) := [° L(z, y(z) + eh(x),y'(z) + eh/(z)) dz, nous obtenons comme
dans le Lemme 3.1 la condition nécessaire

[ 3Gt Y@ (a) + G o)y @) ) dr =0 (52

pour touth; € C'([a,b]) satisfaisant;(a) = h;(b) = 0. Sil'on pose toutes les fonctioris ()
egales a zéro sauf fame, on voit que la condition (5.2) est équivalente a

[ (2 eyt @po) + 2 o) i) o =0

pouri = 1,...,n. On est donc de retour a la situation a une fonction, et cerdans le para-
graphe I1.3 on obtient le résultat suivant.

Théoreme 5.1Soit L(z, y1, - - -, Yn, ¥}, - - -, y,) de classeCt. Une fonctiony : [a,
classeC! est une exéemale du prol®#me (5.1) aux exémies fixesy;(a) = A; ety;(
seulement si pour toudte {1,...,n}

| — IR" de

b
b) = B, si et

L ) ) .

—g S (x,y(x), y'(z)) estcontiliment diférentiable et
Y;

oL d 0L

a—yi(x,y(fc%y'(x)) - %a—yg(fc,y(ﬂf),y’(fc)) =0. (5.3)
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Revenons au probleme mentionné au début de ce parageagbasidérons unsurface M
dansiR®, donnée par une paramétrisatipn U — IR* ouU C IR* est un ouvert. On suppose que
f soit suffisamment différentiable et qui&«) soit de ran@ pour toutu € U. Des exemples sont

flp,0) = (cosgosin 6, sin psin 6, cos G)T (sphere de rayom) (5.4)
flp,2) = (cos ©, sin, z)T (cylindre) (5.5)
flp,2) = ((1 —z)cosg, (1 —2)siny, z)T (cbne). (5.6)

lls sont dessinés dans Fig. 5.1.
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Figure 5.1: Surfaces dai’® avec des géodeésiques

Si g : [a,b] — U est une fonction différentiable avet(t) # 0 pour toutt € [a,b], alors
v(t) == f(B(t)) représente uneourbesur la surfaceM. La longueur de cette courbe est donnée
par

Jds=["1@la= [1er oy 57)

cards ~ ||y(t + dt) — v()|| = ||/ ()| dt. Comme(f o B)'(t) = f'(5(t))F'(t), nous avons
I(f o BY D2 = B'@)" F1(B(1)" F'(5(1)5'(¢), et l'integrale (5.7) devient

[VEG@.a@a avee LG8 = Y 9558, 58)

ou B (t), B=(t) sont les deux composantes dg), et lesg,;(u) sont les éléments de la matrice
G(u) == f'(u)T f'(u), c.-a-d.,

gi(u) = 3 ey ey (5.9)

i1 Oui O

Probleme Pour une surfacé1 donnée, calculer les courbes sut ayant des extrémités fixées
et une longueur minimale. 1l s'agit alors de minimiser légtale (5.8). Les extrémales de ce
probleme variationnel s’appellegéocesiquesle la surface.

Ce probleme est un cas particulier de (5.1) et nous powsnitifiser le Théoreme 5.1 pour
calculer les extremales du probleme. Il y a neanmoinsastece qui simplifie énormément le
calcul. Tout d’abord, nous remarquons qu’une reparasgton de la courbe(t) ne change



44 Maxima et minima relatifs et calcul de variations

pas sa longueur. On peut donc se restreindre a des paisatiétrs particulieres. Une pos-
sibilite est d'utiliser la transformation « s définie pars(t) = [|+/(7)| dr. Elle est bijec-
tive et continiment différentiable. Pour la nouvelleiahte, la courbey(s) := ~(¢(s)) satisfait
I7(s)[1 = I/ (#(s)¢'(s)]| = 1, cars'(t) = [|7/(t)]] et donct'(s) = 1/[+/(¢(s))]|. On dit alors que
v(s) est paramétrée par la longueur d’'arc.

Théoreme 5.2a) Supposons que la courbés) = f(3(s)) soit de class€' et paranétrée avec
un paranetre naturel (c.a-d., ||y (s)|| = Const # 0). Alors,~ est une §ocesique deM, si et
seulement s#(s) est une exémale de

[ £t ) s, 510

ou L(B,3") estdong par (5.8).
b) Toutes les exémales de (5.10) sont par&@trees avec un paragtre naturel.

Démonstration.a) Siy(s) = f(8(s)) est paramétrée avec un parametre naturel, on a l'inéenti
L(B(s),8(s) = |(f o B)(s)]> = I/ (s)||* = Const et, par conséquent,

VL o d(VD LN BB 8)  d( $H6).01)
0. 8(5) — (G530 5D) e dS(Q L(ﬁ(s),ﬁ’(s)))

_ 1 <8L(5(8),6’(s>)—%(aL(ﬁ(S)ﬁ'(S))))'

2v/ Const \ 00; op!
Ceci démontre la partie (a).
b) La fonctionZ(3, 3') est homogéne de degeéen 3, c.-a-d.,L(3,03) = o?L(3,). La
dérivée par rapport & (pourc = 1) donne l'identité d’Eule’ ;7 _, %,(ﬁ, 86, = 2L(5,3"). On
k
adonc

TEELIED (3 5500 A ~ LA, 5(:)
— (3 (G OS50 + 5 (300 TN
= 3 SR FEDIE) — 3 G50 HE
= = (B 6 ~ (55306 7)) = o
et L(3(s), 5 (s)) = |7/ (s)]|* ne dépend pas depour une extremalg(s) de (5.10). O

Exemple 5.3 (Godesiques de la spbre) Pour la fonctionf (i, 6) de (5.4), on a

—sinpsinf cos pcosf
0 —sinf

f'(cp,@)( cospsinf  singcosf

et doncg;(p,0) = sin?0, gia(p,0) = ga1(p,0) = 0 et go(p, ) = 1. La fonctionL de (5.8)
devient
L(p,0,¢,0) =sin®0 -/ 2 + 602,
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et les équations d’Euler-Lagrange sont

%(2 sin® 6 - cp') =0, 2sinfcosf - ? — %(28') = 0. (5.11)

La premiére équation impliquen® 6(s) - ¢'(s) = Const et on obtient

o(b) = p(a) + /ab Siig% ds.

En supposant que(a) = ¢(b) maisf(a) # 6(b) (aprés une rotation de la sphére ceci est toujours
possible), cette relation implique que la constafite st doit étre nulle, d’ouy’(s) = 0 ety(s) =

¢(a) pour touts. De la deuxieme équation de (5.11) on déduit alors@jue¢ = ¢; + c3s. Les
géodésiques de la sphere sont donc les cercles de tag#c pour centre I'origine de la sphere
(grands cercles).

Exemple 5.4 (Godesiques du cylindre) Pour la paramétrisation (5.5) on obtient le Lagrangien
L, z,¢',2') = ¢'? + 2% et les équations d’Euler-Lagrange impliquerifs) = 0 etz"(s) = 0.

Les géodésiques du cylindre sont les images de droitesl'smplication (5.5). Autrement dit, si
I'on déroule le cylindre, les géodésiques deviennentdieites.

T
Considérons encore des surfaces de révolutiop, z) = (p(z) cos p, p(z)sin p, z) . La
dérivée def est

—p(z)sing  p'(2) cos g
fllo,2) =1 p(z)cosp  p(2)sing |,
0 1

et pour le Lagrangien (5.8) nous trouvons

L(p,z, ¢, 2') = p(2)*¢ 2+ (1 + p'(2)?) 2" 2. (5.12)

Théoreme 5.5 (Clairaut) Pour une @ocesique(p(s), z(s)) sur une sur-
face de évolution f(¢, z) = (p(z) cos @, p(z)sinp, z)" ona

p(z(s)) - cosp(s) = Const,

ou v (s) est 'angle au pointy(s) entre+’(s) (direction de la courbe) et le
cercle horizontal de la surface.

Démonstration.L’équation d’Euler-Lagrange pout de (5.12) donnel (2p(z(s))%*¢'(s)) = 0,
d'outl p(z(s))*¢/(s) = Const. On en déduit que

cos(s) = (+/(5), (—sin p(s), cos p(s),0)") _ p(2(s))¢'(s) B Const
Gl ey

car+'(s) = f’(cp(s),z(s))(gp’(s),z’(s))T et ||¥/(s)|| = C parle Théoreme 5.2, partie (b). O
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1.6 EXxercices

1.

Soitf : IR™ — IR deux fois differentiable en € IR™. Démontrer que la condition du Théoreme 1.4
f"(a)(h,h) > ~|h|* pour tout h € R™,
avecy > 0 est équivalente §”(a)(h,h) > 0 pour tout h # 0.

SoitEy := {f : [1,00) — IR ; f continue et bornee } avec pour norméi f |loc = supscp o0 |f(t)|-
On consideére l'applicatio” : £ — IR donnée par

oo £2 co £3
F(f) = | ft_g%t_/l ft—gt)dt.

Démontrer que
(@) F'(0) =0etE"(0)(h,h) > 0 pourh # 0.
(b) 0 € E n'est pas un minimum relatif d&'.
Montrer que la valeur maximale de I'expression
ax? + 2bxy + cy?
ex? + 2fxy + gy°
est la plus grande racine deg — f?)\% — (ag — 2bf + ec)\ + (ac — b?) = 0.
Considérons la fonction

2 2 2
fz1,z0,23) = axie™ + x5e™ + x3e™!.

Démontrer que l'origine est un point critique. Pour quelddeur dea € IR, I'origine est-elle un
extremum def?

. Soitm < n et A une matricem x n de rangm. Parmi toutes les solutions dé&x = b trouver

a l'aide de multiplicateurs de Lagrange la solution powulkle ||z||2 est minimale. Donner une
interprétation géomeétrique du résultat.

. SoitE = C([0,1]) et soitF : E — IR donnée parF(y) = 2y(0)3 — 3y(0)2. Démontrer les

affirmations suivantes:
(@) yo(x) =1 estun minimum relatif dé’, si 'on munit £ de la norme

[Ylloo = maXxgeo,1] ly(z)].
(b) yo(x) =1 n’est pas un minimum relatif d&, si 'on munit £ de la norme

lylly = fo da [y(=)).

Calculer geométriqguement le minimum flg oU f(x1,z2) = 27 + 22, et
M = {(z1,22); g(x1,22) =0} avec g(x1,22) = z3 — (z1 — 1)3 )
Montrer que le systeme
fl@) = A (x) =0,  g(x)=0
ne posséde pas de solution. Expliquer pourquoi.
Calculer la valeur maximale de
xy°z° (a,b,c,x,y,z > 0)
sujette a la conditionz” + y* 4 2% = 1, (k > 0) . En déduire I'inégalite
ua?)bwc u+v+wa+b+c
) G) &) =)

(Condition nécessaire). Sdit un espace vectoriel normé,EtC E un ouvert. Soienf : U — IR,
g : U — IR™ deux fois differentiables en € M, ouUM = {x € U; g(x) = 0} et soitg'(a)
surjective. Montrer I'affirmation suivante: i possede un minimum relatif en alors il existe
A1, e, Am tels que

Fla) -3 hglla) =0 et (m@—iMww>wmzo
i=1 =1

pour tout lesh tels quey’(a)h = 0.
Indication. Appliquer le Théoreme 1.3 a la situation de la démotisinadu Théoreme 2.2.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Calculer les extrema relatifs déx, y, z) = 22 + y? + 22 surM ou

72 2 L2
M = {(w,y,z); Z+%+2—5zletz:x—|—y}.

Verifier les conditions suffisantes pour un extremum.
Calculer I'aire de révolution pour la fonction

y(x) o € (x cosh A + X)

et pour0 < z < b. Avecbh = 1.148 comparer les valeurs obtenues paue= —2.1 et A = 0 et celle

de la solution de Goldschmidt (voir la Fig. 3.1).
Résultats nurariques. 13.22, 11.33 et 12.55.

Considérer le probleme de la brachystochrone (Exerddl) avec les valeuis= 1 et B = 1 (et
utiliser la normalisatior2zg = 1).
(a) Calculer le temp% (y) pour la droitey(x) = x.

(b) Démontrer que pour le cerclgzr) = /1 — (x — 1)2 on obtient

w/2
Tofy) = [ (sin6) 2 dp,

(la solution proposée par Galilee). Demontrer @ugy) < 77 (y) (utiliser une table d’intégrales
si nécessaire).
(c) Calculer le tempsTs(y) pour la cycloide (en utilisant les valeus = 1.1458 et @enq =

2.4120).
Résultats nurariques 2.8284, 2.6221, 2.5819.

Pour le probleme de minimisation de
b
T(y) = / (229 + (2 +3y%)y') da
a

montrer que I'équation d’Euler-Lagrange s’annule idguméiment. Trouver une fonctiof(z, y) telle
que L(z,y,y")dz = df (z,y) et montrer que l'intégral&’(y) ne dépend que dg(a) ety(b), mais
pas de la forme dg(x).

Déterminer les extréemales des problemes suivants

T = [ (200 - @) + 2@ @) do

T(y) = /awa/ler’(w)QdI

Déterminer les extrémales des problémes suivants

1) = [/ + 12y e aves y(0) =2, y(1) =3,

2
T(y) = [ Y@ +aty(@)ds  avee y(1)=3, y(2) =2
1
Trouvery : [a,b] — IR, ¢ > 0avecy(a) = ¢, p(b) = detc,d > 0 qui minimise

/b VIt (@)2()
a o(x) .

RemarqueCette intégrale représente la longueur hyperboliquealzourbd™ dans le demi-plan de
PoincaréH = {z € C'; I(z) > 0} paramétrisée pdt, ¢(t)).
Déterminer la fonctiop — p(y) extrémale du probléeme de minimisation de

./3 dp
2 Y2y
/a \[P +(d90) v

avecp(a) = r etp(3) = R. Interpréter géométriquement le probleme et sa soiutMéme question

pour la fonctionp — ¢(p) et R

d
1+p2(d—;f)2dp

r

et les conditionsy(r) = a ete(R) = .
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18. La figure ci-dessous a été copiée d'un livre publiéd@®6. Les courbes dessinées peuvent-elle étre
des géodésiques?

L—/
o

19. Leprincipe de Hamiltordit que _
/Ldt —  min

ouL =T — U, T estI'énergie cinétique éf est I'énergie potentielle. 7
(@) Pour le pendule simple, considérons I'angleomme la coordonnée
généralisée. L'énergie cinétique &8t= Z'(i? + j?) = 2/%4* et ¢
I'énergie potentielle et/ = mgy = —mglcosa (carz = £sina et
y = —f cos ). Déterminer les équations d’Euler-Lagrange. m

(b) Déterminer les équations du mouvement du pendulergpre de longueur
I. En utilisant les coordonnées sphériques
x = lcospsin® , y = lsinpsind, z = lcosf,
le résultat est donné par
9" = % sin @ + sin 6 cos (¢’ )?

sinfp” = —2cos6f' ¢ (6.1)
Indication. T' = m(z% + y/? + 22) /2, U = mgz.
20. On considére le probleme

b
[ L.y@).y @,y @)de —  min,
a
ouy(a) = Ag, y'(a) = A1, y(b) = By andy’(b) = By. Montrer que siL(z,y,v',y") ety(z) sont
suffisamment differentiables, alors une condition sufisgpour un extremum est

2
e (@) (0, () = 5 S 0y @, () + 55 )y (0,0 (0)) = 0.

(6.2)
L'équation (6.2) s’appelle équation d’Euler-Poisson.

21. Résoudre le probleme
1
/ (gy”(:v)Q + py(:ﬂ)) dr  — min.
-1

avecy(—1) =0,y (—1) =0, y(I) = 0 andy/(l) = 0 ety et p sont des constantes.



Chapter Il

Equations differentielles ordinaires

Dans de nombreuses applications, la dynamique d’un spgtenrt &tre modélisée par des eéquations
differentielles ordinaires. Par exemple, en mécanigueuilisant la loi de Newton), en astronomie
(le mouvement des planetes ou I'étude des galaxies), eandigue moléculaire (le comportement
des atomes), en chimie (des réactions chimiques), etr@bégue (circuits intégrés), en biologie
(le développement de populations), etc. Au Chapitre llswalcul variationnel nous étions aussi
confrontés aux équations differentielles ordinaites €quations d’Euler-Lagrange).

Dans quelques cas tres rares on arrive a trouver la solsiios forme analytique (voir [HW95,
1.7, 11.8]). Mais, en général, on est obligé d'utilisdes méthodes numériques pour obtenir les
solutions (voir le cours “Analyse Numérique”). Dans ce mitr@, nous allons traiter surtout des
propriétés théoriques de solutions des équationgreifitielles ordinaires. En particulier, nous
etudierons I'existence et I'unicité de solutions, leansibilité par rapport a des perturbations et
leur comportement sur des longs intervalles (stabilité).

1.1 Terminologie et quelques exemples

Uneéquation diférentielle ordinaireest donnée par une relation de la forme
F(z,y,9.9", . y™) =0, (1.1)

oluz € Rety,y,...,y"™ e IR". LafonctionF est définie dans un ouvert d@ x R"™*Y. On

dit que I'equation difféerentielle est derdre m, sim est la dérivée maximale qui apparait dans
'équation. Une fonctiory : I — IR" (ou [ est un intervalle dan#) est unesolutionde (1.1), si
elle est de class@™ et si

F(z,y(x),y'(2),y"(z),...,y"™(x)) =0  pourtouts € I.

Exemple 1.1 (Clairaut 1734) Considérons I'équation différentielle
y—azy' + f(y) =0. (1.2)

Elle est donnée sous fornmaplicite, c.-a-d., par une équation non linéaire2nOn vérifie sans
probleme que les droitegz) = Cx — f(C') sont des solutions (voir Fig. 1.1 pour les cas ou
f(t) =5(t> —t)/2 (gauche) eff (t) = t* + t (droite)). L'enveloppe de cette famille de droites est
également une solution (voir Exercice 4). Si I'on fixe unrdiry, i) dansik?, on voit que dans
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——_ ‘ ‘3

Figure 1.1: Solutions de I'équation de Clairaut (ExemplB 1

un certain domaine il y a plusieurs solutions qui passentgparéme(xy, v, ), alors que dans une
autre partie il y a une seule solution ou pas de solution du tdaxplication de ce fait est que,
pour (z,y) fixé, 'équation (1.2) admet trois, deux, une ou pas detgwiipoury’.

Pour une équation differentielle de la forme (1.1) il estg&néral tres difficile d’obtenir des
résultats sur I'existence ou I'unicité de solutions (eoenon a vu dans I'Exemple 1.1). Nous allons
donc nous restreindre a la situation ou I'equation (pdyt étre résolue par rapport a la dérivée
maximaley™. Nous écrivons alors

y™ =g(z.y. vy g™, (1.3)

Une telle équation differentielle est diplicite Sil'on introduit des nouvelles variables pour les
dérivées dans I'expression de droite de (1.3), par exempl= v,y == ¢, ..., Ym = y™ Y,
nous obtenons le systeme équivalent

Y1 = Y2
Y 14
Ym—1 = Ym (1.4)
y1,n = g('ruylv"'uym)
qui représente une équation différentielle d’ortipour le super-vectedy, . . ., y,,)* (observons

gue lesy; sont en général aussi des vecteurs). En notant ce sugtedvale nouveau par et
I'expression de droite paf(z,y), le systeme (1.4) devient simplement= f(x,y). Pour étudier
des équations difféerentielles explicites il suffit aldesconsidérer le cas = 1 dans (1.3).

Exemple 1.2 (pédateur et proie) L'expansion de deux populations (par exemplg, pour le
nombre de lievres ef(t) pour le nombre de lynx) peut étre modélisée par les éopusmte \Volterra-
Lotka

y, = y(& - BZ), 7= z(’yy - 5)7 (15)

oua, 3,7, 6 sont des constantes données. Ceci implique que la popuilatroit siz est plus petit
gu’une certaine valeur de seuil () alors que sinon elle décroit. Pour I'autre populatidestle

ILe dessin de gauche de la Fig. 1.1 a été pris du livre [HNW93]
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Figure 1.2: Equations de Volterra-Lotka et de van der Pol

contraire. Pour étudier les solutions, divisons les dsguations et considéropssomme fonction
dez (ou z comme fonction dg). On obtient ainsi (par séparation de variables)

dy _yla—pz) - (wy=9),  _(a=p)
dz  z(yy —9) y z
Une intégration de la derniére equation donne
yy—0lny =alnz — Bz + Const. (1.6)

Dans la Fig. 1.2 (gauche) sont dessinées des courbes dmuride la fonction (1.6) pout =
1,8 = 1,7 = 1,6 = 2. Chaque solutioniy(t), z(¢)) reste sur une courbe de niveau pour tout
t € IR. Ceci suggere que les solutions de (1.5) sont périodiques

Exemple 1.3 (van der Pol)L'équation van der Pol
y'=e(l—y’)y —y, =04 (1.7)

est une perturbation de l'oscillateur harmonigdet y = 0, qui posséde comme solutigiit) =
Acos(t — ), z(t) = y/(t) = —Asin(t — ) (cercles). Les solutions de (1.7) dans le planz)
sont dessinées dans la Fig. 1.2 (droite). On observe questées solutions s’approchent d’'une
solution périodique qui est une déformation du cercleayemn2.

Dans les deux derniers exemples on constate que les cowlsedutions dans I'espace, z)
ne s’intersectent jamais. Ceci signifie qu’il n’y a pas puss solutions differentes passant par le
méme point. Notre premier but dans ce chapitre est d’étutlis conditions suffisantes pour qu’un
probleme

Y = flr,y),  ylxo) =wo (1.8)

possede une solution unique. On appeflety, valeurs initialeset le probleme (1.8) avec valeurs
initiales données s’appelle ymobleme de Cauchgu unprobleme aux valeurs initiales
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l1l.2 Existence et unicité du probleme de Cauchy

Considérons le probleme de Cauchy

v = fx,y),  ylxe) =0 (2.1)

ouf:U — IR" (avecU C IR x IR" ouvert) est une fonction continue. En intégrant I'équiati
différentielle entrer, etz on obtient’ équation inégrale

v(@) =+ [ty 22)

Chaque solution de (2.1) est donc solution de (2.2). Le aegrtest vrai aussi. Si une fonction
continuey(x) vérifie (2.2) sur un intervallé, alors elle est automatiquement de clagset elle
vérifie (2.1).

It ération de Picard-Lindelof L'équation (2.2) peut &étre considérée comme un prokl@ point
fixe dansC(7). Lidée est d’appliquer la méthode des approximatiorezessives (voir 1.6). Elle
s’écrit sous la forme

Yo(z) = o (ou une fonction arbitraire)
Yerr1(z) = yﬁ/xo F(t, yn(t)) dt. (2.3)

| (@)

y2()

ya(z)
yi(z)

ys(x) \ P ‘ \m ............. ‘

| — : . N -

Figure 2.1: Itération de Picard-Lindelodf pour le prabk&de I'Exemple 2.1

Exemple 2.1 Considérons le probleme

Yy =—y*  y(0)=1

avec comme solution exactgx) = 1/(1 + z). Les premiéeres approximations obtenues par
I'iteration de Picard-Lindelof songo(z) = 1, yi(z) = 1 —z etys(z) = 1 — 2 + 2% — 23/3
(voir la Fig.2.1). On observe une convergence rapide vesolation exacte dans l'intervalle
[0, 3.75]. Pourx trop grand, I'itération diverge.

Lemme 2.2 SoitA = {(z,y) € Rx R"; |x —xo| < a, |ly —yo|| < b}, f: A— IR" une fonction
continue etV = max; ye4 || f(,y)||. Poura := min(a, b/M), 'opérateur

(Ty)(@) =+ [ Flt.y()d 2.4)

est bien @fini sur B := {y : [xo—«, 0+ a] — R"; y continue et|y(z) —yo|| < b} etil satisfait
T(B) C B.

Démonstration L'affirmation est une conséquence de

[T —woll = | [ fev@a] < [ 5@ y®)ldt < Me —wo] <Ma<h. o
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On dit qu’une fonctionf : A — IR" (avecA comme dans le lemme précédent) satisfait une
condition de Lipschitsi

1f @z, y) = f(z, )| < Lly ==zl pour (z,y), (x,2) € A, (2.5)

La constantel. s’appelleconstante de LipschitzRemarquons que la condition (2.5) n’est pas
une conséquence de la continuité fle:, y). Par exemple, la fonctioq/m est continue sans
verifier (2.5). D’autre part, chaque fonction de clagsesérifie (2.5). Ceci est une conséquence
du théoréme des accroissements finis (voir 1.5).

Si f(z,y) satisfait une condition de Lipschitz etsiL. < 1, 'opérateur? de (2.4) est une
contraction surB (notation comme dans le Lemme 2.2). Dans cette situationeoh gppliquer
le Théoreme du point fixe de Banach (voir 1.6) pour conclyme 7'y = y possede une solution
unigue dang3. Nous allons démontrer I'existence et l'unicité d'unéusion sans cette condition
supplémentaire sur.

Théoreme 2.3 (existence et unidit du probleme de Cauchy)Consickrons lI'ensembled =
{(z,y) € R x R"; |x — zo| < a,||ly — yo|| < b} et supposons qug: A — R"

e S0it continue,
¢ satisfasse une condition de Lipschitz.

Alors, le probeme de Cauchy/ = f(x,y), y(x¢) = yo posede une solution unique sur =
[xg — o, kg + @], 00 o = min(a, b/M) et M = max, yea || f(2,y)].

Démonstration. Existencel’idée est de demontrer que l'itération de Picard-Lilddeonverge
uniformément sur vers une solution du probleme de Cauchy. Dans une prerpate nous
allons demontrer que

k+1
< ML [z — @™
9kt (z) — yu(2)]| Gt 1)

pour |z — xo| < a. (2.6)
Pourk = 0 avec pouryy(z) = yo, cette estimation suit dg/; f(t,y(t))dt| < M |z — xq|.
Supposons gqu’elle soit vraie poki— 1. Alors, on a poury < x < 2o + « que

Jpea(e) (@)l < 17 (0) = FEma Ol dt <L [ lyelt) = pa(o)at

< ML’f/ L_%'kdt ML‘“7””_"”(”%+1
- zo k! (k+1)!

(la démonstration pour, — a < z < x4 est analogue).
De l'estimation (2.6) nous déduisons qig.(x)} est une suite de Cauchy pour la norme
[9lloc = maxzer ||y(x)|. En effet,

[Yktm () = (@)l < (Yrrm(T) = Yrrm—r (@) + -+ Yrr2(2) — ya(2) || |
M <(L\x — x| )Ft™m (Llx — xo\)k“) - M (La)?

L\ krm) CE] L2

ce qui est borné par le reste d’'une série convergente. ,Date expression est plus petite que
e si k est suffisamment grand. Comme l'espace des fonctions c@stiavec la normgy ||, est
complet, la suitdy,(x)} converge vers une fonction continye [ — IR".
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Pour démontrer que cette fonctigx) est une solution du probleme de Cauchy, nous passons a
la limite £ — oo dans (2.3). Comméy,.(x)} converge uniformément ¢t x, y) est uniformément
continue sur le compaet, la suite{ f(x, yx(x)) } converge uniformémentveyiz, y(z)). On peut
donc échanger la limite avec I'intégration dans (2.3)revoit quey(z) est solution de I'équation
intégrale (2.2).

Unicité. Supposons qug(z) et z(x) soient deux solutions sur. Ceci implique quey(x) —

z(x) = [ (f(t,y(t)) — f(t,2(t))) dt. On en déduit qudy(r) — z(z)|| < 2M |z — x5|. Comme
dans la premiere partie de la démonstration nous troupangzcurrence que pour tokit> 0

Ik |2 —xo‘kﬂ _ IM (La)kﬂ
k+1)! = L (kr1l

ly(x) — 2(2)|| < 2M

La limite £ — oo montre qud|y(x) — z(x)|| = 0 pour toutzr € 1. O

111.3 Th eoreme de Peano

Montrons d’abord par un exemple qu’on ne peut pas omettypdithese sur la condition de Lips-
chitz pour conclure I'existence et I'unicité d’une sohridu probleme de Cauchy.

Exemple 3.1 Considérons I'eéquation differentielle

Y =24/lyl- ,
On vérifie quey(z) = 0 ainsi quey(x) = (z — ¢)? pour
r > cety(z) = —(c — x)? pourz < ¢ sont des solu- —T 5
tions. Le probleme de Cauchy avec pour valeur initiale i
y(0) = 0 possede donc une infinité de solutions (voir I

le dessin). Observons qu&z,y) = 2,/|y| ne satisfait
pas une condition de Lipschitz et que le Théoreme 2.3
ne peut donc pas étre appliqué.

Le but de ce paragraphe est de démontrer I'existence (raai&émicité) d’'une solution de (2.1)
sans utiliser une condition de Lipschitz. Dans cette sitndtitération de Picard-Lindelof n'est
pas utile comme le démontre I'Exercice 10. Nous consitiionc une autre suite de fonctions
approchant une solution du probleme de Cauchy.

|_\

Polygones d’Euler (Euler 1768) L'idée est d’approximer la solution localement par sa tarig
y(x+h) = y(x)+hf(z,y(x)). Pourunh > 0 donng, nous considérons alors la syitg, v, },>o
donnée par

Yn+1 = Yn + hf([L‘n, yn)7 Tn+l = Tn + h,
et nous notons pay;,(z) la fonction linéaire par morceaux qui passe par les pdintsy,,). Ces

polygones sont dessinés pour le probleghe= —y?, y(0) = 1 et pourh = 1,1/2,... dans la
Fig. 3.1.

Lemme 3.2 SoitA = {(z,y) € Rx IR"; |z —zo| < a, ||y —yo|| < b}, f: A — IR" une fonction
continue, M = max, yyea || f(z,y)| eta := min(a,b/M). Pourh = a/N (avecN € IN), le
polygone d’Euler satisfaitz, y,(z)) € A pourx € [zg, zo + «] €t on a I'estimation

lyn(x) — yn(Z)|| < M |z — T pour z,z € [xg,xo + ). (3.1)
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17 ......................... solution exacte
«—— polygones d’Euler

°.
4

Figure 3.1: Polygones d’Euler poytr= —32, y(0) = 1 avec solution exactg(x) = 1/(1 + )

Démonstration.Par récurrence on voit que,,y,) € A pourn = 0,1,..., N. En effet, on a
|Yns1 — ynll < AM et||yns1 — wol| < (n+ 1)AM < aM < bsin+ 1 < N. Ceci implique
que(z,yn(x)) € A pour toutr € [z, o + a. Lestimation (3.1) est une conséquence du fait que
yr(z) est linéaire par morceaux et que la pente est partout bqragé\/ . O

Définition 3.3 Une famille de fonctiong; : I — IR" (ou/ estun intervalle) s’appeliequicontinue
si pour tout= > 0 il existe uny > 0 tel que

Vi Ve.z (lr—2[<s = |fi(2) - f@)] <e).
Il estimportant qué ne dépend que deet non dej.

Théoreme 3.4 (Arzeh-Ascoli 1895) Soit f; : [a, b] — IR™ une famille de fonctions satisfaisant

e {f;(z)} estéquicontinue,
e pour toutz € [a, b] il existe unM (z) € IR tel que|| f;(z)|| < M(z) pour tout;.

Alors, la famille{ f;(x)} pos®de une sous-suifgy,(z)},>1 qui converge unifor@ment vers une
fonction continuey : [a,b] — IR".

Démonstration. Construction de la sous-suitéensemble® N [a, b] est dénombrable et dense
dansfa, b]. Il peut donc étre écrit comm@ N [a,b] = {x1, 22, z3,...}. La famille {f;(x;)} est
bornée dangr™ et, par le theoreme de Bolzano-Weierstrass, possedsausesuite convergente.
Notons-la paK fi;(z1)},~,. Donc

fi1(z), fio(2), fis(z),. .. converge pout;.

Considérons maintenant la suit¢,;(z2)},.,. De nouveau, par le theoreme de Bolzano-Weier-
strass, cette suite possede une sous-suite convergentgetive une suite telle quye, (), fao(z),
f23(x), ... converge pour; et pourz,. Aprésn étapes on trouve une sous-suitgi(z)},., de

{f;(z)} telle que
fa1 (@), fua(z), fus(x),. .. converge pouty, s, . . ., Tp.

L'idée est de considérer la “suite diagonalg(z) := f..(z). Cette suite converge pour tout
ze € @ N la,b], car{gn(ve)},, est une sous-suite de,(z¢) },,-,, qui converge.
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Convergence uniforme?our uns > 0 donng, il existe u > 0 tel que pour toutr > 1
[z -] <6 = [lgn(z) —gn(D)]| <e. (3.2)

Choisissons un nombre fini de points, zs,...,z,.1 € ® N [a,b] satisfaisant = o < z; <
< Ty < g = betxy —x; < 6. Pourunz € [a,b], notons par l'indice tel que
x € x4, x041]. Utilisons l'inégalité du triangle:

19n(2) = gm (@) < lgn(x) = gn ()| + 9n(20) = gm @O + lgm (2e) = g ()]

Par (3.2) on a quég,(z) — gn(ze)|| + llgm(ze) — gm(@)[| < 2e. Comme{g,(z,)},-, est une
suite convergente, il existe un enti&y tel que||g,(x¢) — gm(x/)|| < € pour toutn, m > N,. En
prenantV := max{N,; £ =0,1,...,q}, on obtient alors|g, () — g.(z)|| < 3¢ pourn,m > N.
CommeN ne dépend pas deg la convergence uniforme de,, ()}, sur(a, b] est démontrée. La
continuité de la fonction limite suit alors d’un résultht cours “Analyse I” (voir [HW95, I11.4]).
i

Théoreme 3.5 (Peano 1890 onsicerons I'ensemblel = {(z,y) € Rx R"; |x—xo| < a, ||y —
yo|l| < b} et supposons qu¢ : A — IR" soit continue, qué|f(z,y)|| < M sur A et que
a = min(a,b/M). Alors, le probéme de Cauchy’ = f(z,y), y(zo) = yo posede au moins
une solution sufxy — o, xy + af.

Démonstration.Nous considérons les polygones d’Eulgfx) pourh = «/N avecN € IN.

Cette suite est bornééy,(x) — yol| < M |z — z9| < Ma) et équicontinue (Lemme 3.2). Par le

Théoreme de Arzela-Ascoli, la familfe), ()} possede une sous-suite qui converge uniformément

vers une fonction continug: [zg, zo+«| — IR". |l reste a démontrer qugx) est une solution du

probléme de Cauchy. L'existence d’une solution[syr— «, xy] Se démontre de la méme maniére.
Pour unz € [xg,z9 + o] donné, notons paf = /¢(h) l'indice tel quez € [z, x,41] OU

xy = xo + (h. La valeur dey,(z) peut donc &tre écrite comme

Yn(®) — yo = hf(xo,y0) + ... + hf(xe-1,ye-1) + (& — ) f (70, 90) (3.3)

ou (z;,y,) sont les approximations obtenues par la méthode d’Eulemr@e f (¢, y(t)) est con-
tinue et donc intégrable au sens de Riemann, on a que

/ ft,y(t)dt = hf(xo,y(x0)) + ..+ hf(xe1,y(we-1)) + (2 — 20) f (20, y(20)) +7(h) (3.4)
avecr(h) — 0 pourh — 0. La continuité uniforme d¢ sur A et la convergence uniforme
de la sous-suite déy,(x)} versy(x) impliquent que||f(x, y,(x)) — f(x,y(z))|| < e pourh

suffisamment petit (videmment seulement pourilésls quey,(z) appartienne a la sous-suite).
En utilisanty, (z;) = y;, la difference de (3.3) et (3.4) donne I'estimation

Jon@) =0 - [ :f<t,y<t>>dtu < |z —wole + Ir(h)|| < az + r(B)],

ce qui devient arbitrairement petit paur— 0. La fonction continug(z) satisfait donc I'équation
intégrale (2.2), et elle est une solution du probleme dectg |
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I11.4 Prolongement des solutions et existence globale

Méme si la fonctionf(z, y) est de class€' partout dansR x IR", on n’a pas la garantie que la
solution du probleme de Cauchy = f(x,y),y(xo) = yo existe pour tout: € IR. Par exemple,
le problemey’ = 1 + y? possedey(x) = tan(x — ¢) comme solution et cette solution ne peut pas
étre prolongée a un intervalle plus grand que 7/2,c+ 7 /2), cary(x) — too Siz — ctm/2.
Nous allons demontrer que, pour un problémeféu, y) est de class€! sur R x IR", on a
seulement deux possibilités: soit la solution existe[syiro), soit elle tend vers l'infini en temps
fini, c.-a-d., elle existe syty,w, ) avecw, < oo eton a qué|y(x)| — oo Siz — w,. On ades
affirmations analogues pour< z.

Définition 4.1 Une fonctionf : U — IR" (ouU est un ouvert dér x IR") satisfailocalement une
condition de Lipschitzsi pour tout(xg, y9) € U il existe un voisinagé” C U tel quef satisfait
une condition de Lipschitz suf (voir (2.5)).

Silafonctionf : U — IR" est de classé!, elle satisfait localement une condition de Lipschitz.
Ceci est une conséquence immédiate du théoreme desssegnents finis.

Lemme 4.2 SoitU C IR x IR" un ouvert et supposons que U — IR" soit continue et qu’elle
satisfasse localement une condition de Lipschitz. Alavsy pout(zq, ) € U il existe un inter-
valle ouvertl,,,, = (w_,wy) avec—oo < w_ < xy < wy < oo ayant les prop@tés suivantes:

e le problemey’ = f(x,y), y(zo) = yo posede une solution unique Suif,,,
e Siz: [ — IR" estune solutiondg’ = f(z,y),y(zo) = yo, @lOrsI C I €tz = y|;.

Démonstrationa) Soienty : I — IR" etz : J — IR" deux solutions de’ = f(z,v), y(xo) = %o

sur des intervalleg et J contenantz,. Alors, on ay(z) = z(x) surl N .J. Pour le démontrer,

supposons (par I'absurde) qu'il existe wre I N J tel quey(z) # z(z) et considérons le premier

point ou les deux solutions se séparent. Le Théoremm@rire qu’un tel point ne peut pas exister.
b) Définissons I'intervalle

{ 7 ’ I est un intervalle ouvert;, € I et }

f(x,y),y(xo) = yo possede une solution shrf” (4.1)

[max =

Cet intervalle est ouvert, car il est I'union d’intervallesverts. Nous définissons maintenant
y : Inax — IR"™ de la maniere suivante: chaquec I, est contenu dans un intervalieou le
probléeme de Cauchy possede une solution. On peut donurdgfi) comme la valeur de cette
solution. La partie (a) montre que la fonctigfiz) est bien définie suf,,.. et quey(z) est une
solution du probleme de Cauchy. L'unicité de la solutishune conséquence du Théoreme 2.3.

Pour I'exempley’ = 1 + y? du début de ce paragraphe, nous avbps = (7o, %0) =
(¢ —7m/2,¢+ m/2) OUc = xy — arctan yo.

Théoreme 4.3 Supposons que la fonctigh: U — [R" (U un ouvert delR x IR") soit continue
et qu'elle satisfasse localement une condition de LipgcutU. Alors, chaque solution d¢ =

f(z,y) posede un prolongement jusqu’au bord e Plus pécigment, soiy : [, — R" la

solution passant pafzg,yo) € U, alors pour tout compack’ C U il existex;, zs € I, avec
T < o < 1o tels que(zy, y(x1)) € K et(xg, y(x)) € K.
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Démonstration.Soit /,,,x = (w_,w). Siw, = oo, il est évident qu'il existe um, > x, satis-
faisant(z,, y(z2)) ¢ K (car K est borné). Considérons alors le caswqu< oo, et supposons par
I'absurde qu’il existe un compadt C U tel que(z,y(x)) € K pour toutz € (zp,w,). Comme
f(z,y) est bornée suk, nous avons que

ly@) - @l = | Cfty)de| < Mo —a] <<

si z etz sont suffisamment proches de. Par conséquent, la limifém,_..,, y(z) = y, existe.

Le point(w,,yy) estdand{ C U, carK est fermé. On peut donc appliquer le Théoréme 2.3 qui
garantit I'existence d’une solution dé = f(z,y), y(wy) = y, dans un voisinage de,. Ceci
contredit la maximalité de l'intervallé,,... L'existence der; vérifiant les propriétés démandées
est demontrée de la méme maniere. |

Une équation differentielle ofi ne dépend que dg s’appelle uneequation diférentielle au-
tonome Siy(z) est une solution dg’ = f(y), alorsz(z) = y(z — ¢) est aussi une solution (on
veérifie quez’(z) = y'(x — ¢) = f(y(x — ¢)) = f(z(x))). On peut donc fixer la valeur de a0.

Théoreme 4.4 (systmes dissipatifs)Supposons qu¢ : IR" — IR" satisfasse localement une
condition de Lipschitz et que

(f(y)y—v) <a=Blyl’ (4.2)
est \erifie avec un vecteur € IR" et aveca > 0 et > 0. Alors, quel que soi,, le probkeme
v =f), y0) =y (4.3)

pos®de une solution qui existe pour taut> 0.

Démonstration.Considérons les boulds, = {y € R"; ||y||> < o/} etB={y e R"; |y —
v|| < R} avec unRk > ||v| + \/m suffisamment grand pour qu& soit contenue dans l'intérieur
deB. Poury € 9B, ona(f(y),y—v) < 0, ce qui signifie que le vecteyfiy) pointe vers l'intérieur
de B. Les solutions ne peuvent donc pas sortir de la béul&i I'on choisit R assez grand pour
quey, € B, I'existence globale de la solution sjir co) est une conséquence du Théoréme d.3.

Exemple 4.5 Les équations de Lorenz sont données par

Yy = —oy1 + oy
Yy = —Y1ys + 1Y — Yo (4.4)
Z/é = Y1y2 — bys

ouoc = 10, r = 28 eth = 8/3. La Fig. 4.1 montre la premiere composante en fonction chpge
pour0 < z < 100 et la Fig. 4.2 montre la solution dans I'espace de phase (peur: < 30 avec
comme valeurs initialeg; (0) = —8, y2(0) = 8 ety3(0) = 27. Elle est trés “chaotique”.

L LIS M| ] |9
R I EAR R R (R

Figure 4.1: Premiere composante de (4.4) en fonction dpgem
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20

valeur initiale 10

-20 -10 0 iO 20
Figure 4.2: Deux vues de la solution de I'équation de Loi@rn4)

Nous allons montrer que ce systeme est dissipatif. Poar, oelus considérons un vecteur
v =(0,0,v)” et nous obtenons

)y —v) = —oui —y5 — byi + (0 +7 = 7)yaye + byys.

Avec le choixy = o + r et en utilisant I'inégalit®yy; < y2 + v* (ceci est une conséquence de
(ys — )% > 0), on voit que (4.2) est vérifié avec pour= by?/2 et pour3 = min(o, 1,0/2). La
solution du syteme de Lorenz existe donc pour togt [0, o), quelle que soit sa valeur initiale.

1.5 In égalites differentielles et solutions approckes

Une solution approchée du probleme de Cauchy

v = fx,y),  ylxe) =0 (5.1)

est une fonction(x) pour laquelle le défaui(x) := v'(z) — f(z,v(x)) est petit. On cherche a
obtenir des estimations polw(z)—y(z)||. Souvent la fonctiom(z) n’est pas partout différentiable
(pensons aux polygones d’Euler). Nous introduirons akbderivée de Dini et nous utiliserons un
résultat sur les inégalités differentielles pour olteine estimation dév(z) — y(z)||.

Définition 5.1 Soitm : I — IR une fonction continue sur 'intervalle. La dérivée de Diniest
définie par

B —
D,ym(z) = lihrgti)gf miz + f)z m(aj)

Sim posséde une dérivée a droiteagralorsD,m(z) = m/(x + 0). Dans cette situation, on a
pour toute norme
Dy[lm(z)[| < [[m(z + 0)]. (5.2)

Ceci découle de I'inégalitgm (z+h)||— ||m(x)|| < [[m(x+h)—m(x)|. Un exemple sans dérivée
a droite erp est la fonctionn(x) = = sin(1/z). Pour cette fonction, on 8, m(0) = —1.
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Théoreme 5.2 Soientm : [xg, 29 + a) — IR etu : [xg,x¢ + a) — IR deux fonctions continues
satisfaisant

Dym(z) < g(xz,m(z)) pourx € [zg, xo + a)
Diu(z) > g(z,u(z)) pourzx € [xg, xo + a)
m(zg) < wu(xg).

Alors, on am(x) < u(zx) pour toutz € [zg,z + a) (ici, g est une fonction arbitrairé deux
variables gelles).

Démonstration.Supposons qu'il existes € (g, xg + a)
avecm(zy) > u(zy). Alors, la valeur

xy:=inf{x; © > xoetm(t) > u(t) surlx, x5}

est bien définie et, par continuité des fonctiongtu, on
a quem(x;) = u(zy) etm(zy + h) > u(xy, + h) pour
h > 0 suffisamment petit. Par conséquent,

miey+h) —mlen) _ ulen+h) = () 7 o 3

h h
pourh > 0 et petit. On en déduit quB, m(x;) > D u(z;). Mais ceci est en contradiction avec
Dim(z1) < g(z1, m(21)) = g(21, u(z1)) < Diu(zr). O

Le résultat suivant est fondamental pour toutes les estmaconcernant des solutions ap-
prochées.

Théoreme 5.3 (lemme fondamental)SoitU C IR x IR" un ouvert,f : U — IR" une fonction
continuey : [zg, zo+a) — IR" une solutionde’ = f(z,y) etv : [zo, zo+a) — IR" une fonction
continue qui possde partout une &rivéea droite. Alors, les estimations

|V (z 4+ 0) — f(x,v(z))]| <6 (v est solutiony-approctee)

1f (@, y(x)) — fz,v(@))]| < Ly(z) —o(z)]]

impliquent que pour tout € [z, z¢ + a)

ly(x) — v(@)| < ||ly(zo) — v(xo)]|| X&) + %(eL(xmo) _ 1).

DémonstrationPosonsn(z) := |ly(z) — v(x)||. En utilisant (5.2) et les hypothéses du théoreme,
nous avons que
Dim(z) < |y (z) — v'(z + 0)|| < Lm(z) + 4.

Définissons maintenamn{x) paru(xy) = m(xg) et
uw(z) =Lu(z)+0+e>Lu(x)+6
avec ure > 0. La solution de cette équation différentielle est danpéar

_ L(z—xo) (5 + 5) L(z—wo) _
u(x) = u(zg) e o) 4 7 (e 0 1).
Le Théoreme 5.2 avec poyfz,y) = Ly + 6 montre que
Tr—T 6 + 6 r—T
ly(x) —v@)|l < (o) — vlzo) ]| X + %(6” " -1)
pour touts > 0. La limitee — 0 donne l'affirmation du theoréme. |
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Dépendance continue des solutions des valeurs initialeSupposons qu¢ : U — IR" vérifie
les hypothéses du Théoreme 2.3 (existence et unicifralieme de Cauchy). Nous exprimons
pary(x,zo,yo) la dépendance de la solution des valeurs initiales. Cefttetibn de trois variables
est définie sur

D= {(xax(by(]) ) ('T()uy()) ceUetrx € [max(x()ay())}' (53)

Nous allons démontrer que: D — IR" est une fonction continue. Remarquons que l'unicité de
la solution implique que
y('rux(]uy()) = y('raxhy('rhx()vy(]))' (54)

En effet, les deux fonctions de cette identité sont sohgtidey’ = f(x,y) et elles passent par le
méme pOin(xla y(xla o, yO))

Lemme 5.4 Supposons qu¢ : U — IR" (U un ouvert delR x IR"™) soit continue et qu’elle
satisfasse localement une condition de Lipschitz. Alaosy pout compact C U il existe un
L > 0tel que

If(z,y) = f(z,2)[| < Llly = 2| pourtout(z,y), (z,2) € K.

Démonstration.Supposons le contraire. |l existe alors des suitgsy.,), (z,, z,) dansK telles
que
1S (@ns Yn) = f@n, 20) | > 1 llyn — 2all. (5.5)

Soit (z,y) un point d'accumulation de la suite,,, y,,) (il existe par le théoreme de Bolzano-
Weierstrass). Par hypothese, la fonction satisfait umgliton de Lipschitz dans un voisinagée
de (z,y). Commef(z,y) est bornée suk (i.e. | f(z,y)|| < M pour(z,y) € K) et comme
|4 — 2| < 2M/n, il y a un nombre infini d’indices. pour lesquels$z,,, y,,) et (z,, z,) sont dans
V. La condition de Lipschitz sur” est alors en contradiction avec (5.5). 0

Théoreme 5.5 Supposons qug: U — IR" (U un ouvert deR x IR") soit continue et qu’elle sat-
isfasse localement une condition de Lipschitz. AlorssiénbleD de (5.3) est ouvert et la solution
y : D — IR" du probEme de Cauchy est une fonction continue de trois varidbles,, yo).

Démonstration.Soit (z, xo, yo) fixé et considérons un in-
tervalle [a, b] C Inax(xo,yo) tel quez, xy € (a,b). Nous
choisissons maintenant yun> 0 suffisamment petit pour
que le tuyau

K ={(z,9); = € [a.b], ly — y(z, 20,90 | < p}

soit entierement inclus dans I'ouvért Par le Lemme 5.4
la fonctionf (z, y) satisfait une condition de Lipschitz (ave¢
constantd.) sur le compackK’. L'ensemble

V= {(xlayl) ;21 € (a,0), ||lyr — y(x1, xo, yo)|| < pe—L(b—a)}

est un voisinage déry, yo) qui satisfait’ ¢ K C U. Si(x1,y;) € V, I'estimation du lemme
fondamental garantit qugx, x1, y;) reste dand< pour toutz € [a, b, car

Hy(lﬁ,l’byl)—y(l’,fﬁo,yo)ﬂ = Hy(%lﬁhyl)—y(fcafﬁlay(ﬂflafcoayo))’\

Lis—i] (5.6)
S € ! ||y1 - y(x17x07y0)|| < p-
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Par conséquentg, b] C Inax(x1,71) €t(a,b) x V est un voisinage déz, xy, yo) inclus dansD.
Donc, D est ouvert.
Pour démontrer la continuité de nous observons que polar;, y;) € V etz € (a,b)

Iy, o1,90) = y(@, o) = | [yt ) de] < Mz -2 (5.7)
ou M est une borne supérieure dler, y) sur K. Comme dans (5.6) nous estimons

Hy<'f7 xbyl) - y(i‘7x07y0)” S eL‘jim”Hyl - y('rhx()ay())H
< 00 (Jlyy — yoll + M |21 — o))

(5.8)

Les deux estimations (5.7) et (5.8) démontrent la cortiedey : D — IR". |

1.6 Systemes déquations differentielles lineaires
Dans ce paragraphe nous considérons des équationgdifédles
y' = Az)y + g(x) (6.1)

ou A(x) est une matrice x n etg(z) est un vecteur. On dit que cette équation differentiedte e
homognesi g(x) = 0, sinon elle esinhomogne

Théoreme 6.1 (existence globale et uni@} Soit I un intervalle (arbitraire) et supposons que
A(z) etg(z) soient des fonctions continues durAlors, le probeémey’ = A(x)y + g(x), y(zo) =
Yo (avecz, € I ety € IR") posede une solution unique sur tout l'intervalie

Démonstration.La fonction f(x,y) = A(x)y + g(z) est continue suf x IR" et satisfait locale-
ment une condition de Lipschitz. La solution est donc unigueu elle existe. Pour démontrer
I'existence globale, nous montrons que la solutjén) ne peut pas tendre vets pourz — a Si

a est un point a I'intérieur dé (Théoreme 4.3). En effet, sur I'intervalle compag, |, les fonc-
tions A(z) et g(z) sont bornées||A(x)|| < Let||g(z)| < sur|zo,a]). Le lemme fondamental
(Théoréme 5.3) aved(z) = 0 donne alors I'estimation

é (eL(a—J:()) _ 1)

ly(@)I| < llyoll =) + =

pour toutz € [z, a. O
Théoreme 6.2 (principe de superposition)Soit / un intervalle et soienf(x), ¢;(x), g2(z) des
fonctions continues sur. Si

y1 : I — IR™ estsolutiondey’ = A(z)y + g1(z),
yo : I — IR™ estsolutiondey’ = A(z)y + g2(z),

alors y(x) := c1y1(x) + cayo(x) est solution de
y' =A@y +g(x) avec g(z):=cigi(z)+ cage().

Démonstration.Ceci est un exercice tres simple. O
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Alors que la démonstration de ce résultat est tres sifigleles conséquences tres importantes:
e les solutions dg’ = A(z)y forment un espace vectoriel;
¢ les solutions dg’ = A(z)y dépendent linéairement gg, c.-a-d.,

y(, zo, C1yo + c220) = c1y(, To, Yo) + 2y(T, To, 20)-

La solution dey’ = A(x)y, y(xo) = yo peut donc étre écrite sous la forme

y('rux(]uy()) = R(.’E,xo)’yo, (62)

et la matriceR(z, o) S’appelle larésolvantede I'équation differentielle/ = A(z)y. La
ieme colonne de la matrice(z, z,) est solution de/ = A(x)y avec pour valeur initiale
y(zo) = e; = (0,...,0,1,0,...0)T;

e si &(z) est unematrice fondamentaléaussi appeléaronskienng c.-a-d., les colonnes de
®(x) sont des solutions dg = A(z)y etd(x() est inversible, alors

R(z,10) = ®(2)®(z0) " (6.3)
En effet,y(x) = ®(2)®(zy) 'y est solution de/ = A(x)y, y(zo) = yo-

Théoreme 6.3 (proprétés de la Esolvante) SoitA(x) continue sur un intervalle. Alors, l&solvante
dey’ = A(x)y satisfait
) R'(z,z0) = A(x)R(z, z0) (dérivee par rapport x)
i)  R(zg,mo) =1 (matrice identié)
i)  R(z,z0) = R(z,x1)R(x1, x0)
iv)  R(z,m0) estinversible et R(z,z0)"! = R(zo, ).

Démonstration.Par (6.2) on a qué&’(x, zo)yo = A(z) R(z, x¢)yo €t R(zo, xo)yo = yo pour tout
yo € IR". Ceci démontre les propriétés (i) et (ii). La propeiéiii) est une conséquence de (5.4) et
(iv) suit de (iii) en posant = . O

Exemple 6.4 L'équation différentielle,” + y = 0 peut &tre écrite sous la forme (en posant y
ety, = y) /
() = (5 o) ()
Y2 -1 0/ \ye
et possede comme résolvante

Rlz, z0) < cos(r —xg)  sin(x — xg) > '

—sin(x — zg) cos(z — xp)
Il est intéressant que la propriété (iii) du theoremecgdent, c.-a-d.,

( coS v sina)( cos 3 sinﬁ) _( cos(a + 3) sin(a—l—ﬁ))

—sina cosa) \—sinf cosf/)  \—sin(a+3) cos(a+ 3)

aveca = —x1, f = 11 — xg €t + B = = — x, €st équivalente au théoreme d’addition pour
sinx etcos .
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Théoreme 6.5 (Liouville) Soit A(x) continue sur un intervalle et soit(z) une matrice fonda-
mentale de/ = A(z)y. Alors,
det (z) = det () ~exp(/ traceA(t) dt)
zo

ou traceA(x) = a1 (z) + axn(z) + ... + ().

Démonstration.Soit ®(z) = (®4(z));;_,. Commedet ®(x) est une forme multilinéaire par
rapport aux lignes dé(x), on a que
d @11(37) q)ln(]?)
p (det ®(z)) = ZdetD ol Dyz)=| ®z) ... ¥ ()
x () ... Dp(z)

La matriceD;(z) est obtenue dé(z) en remplagant laeme ligne ded(x) par sa dérivée. En
utilisant 'equation differentielled’(z) = A(x)®(x), c.-a-d.,®};(z) = >X3_; ai(z)Pp;(2), €t la
multilinéarité du déterminant, on obtient que

(I)H(l‘) Ce q)ln(l‘)

d & :
d—(det q)(x)) = D ) ap(z) det | Dpi(z) ... Ppa(z) | < lignei
v i=1 k=1 Dpi(x) ... Byula)
= Z a;(z) det ®(z).
Il ne reste plus qu’a résoudre cette équation difféedietpourdet ®(x). O
Le théoreme de Liouville posséde une interprétatid@rassante. Si’ = (vy,...,v,) estune

matrice dont les colonnes sont les vecteyrs. . , v, la valeur delet V' représente la volume du
parallélépipede engendré par. . ., v,. Considérons maintenantflet de I'équation difféerentielle
y = A(x)y, c.-a-d., l'applicationp, ., : R" — IR" définie pary, .,(vo) = R(x,x)yo. Si
traceA(x) = 0, on déduit du theoreme de Liouville que le volume d’'unseasembleB de
IR" est invariant par I'applicatiop, ,,, c.-a-d.,B et y, ., (B) possédent le méme volume. Pour
I'équation differentielle de 'Exemple 6.4, la présation du volume est évidente, car I'application
.2, N'€St rien d’autre qu’une rotation par I'angle— x.

Equations linéaires inhomognes Considérons maintenant I'equation difféerentielleljug(x)
n'est pas nulle. Si I'on connait la résolvante de I'éqoathomogéene, on trouve la solution du
probleme inhomogéne par la méthode des variations detates.

Théoreme 6.6 (“variation des constantes”)SoientA(x) et g(x) continues sur un intervalle et
soit R(x, xo) la résolvante dg’ = A(x)y. Alors, la solution de/ = A(z)y + g(x), y(xo) = yo
est donge par

y(@) = R(z,zo)yo + [ Rlw,0)g(t)dt
o
Démonstration.La solution générale de I'équation homogénelest, x)c avecc € IR". Lidée

(d’ou le nom “variation des constantes”) est de cherchersetution de/ = A(x)y + g(z) sous
la formey(x) = R(x, x¢)c(x). Il faut alors que

y'(¢) = R'(x,20)c(x) + R(z,20)¢ (x) = A(2)R(x, zo)e(x) + g(x).
En utilisant la propriété (i) du Théoréme 6.3, nous abtes
d(x) = R(z,20) "' g(z) = R(o, 2)g(x)

et par integratiorc(x) = c(xo) + [, R(xo,t)g(t) dt. Laffirmation du theéoreme découle alors en
insérant cette formule pou(z) dansy(z) = R(z, x¢)c(x). O
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Ce résultat montre que, comme dans le cas particulier derdiimnl, la solution générale de
y' = A(z)y + g(x) est composée de la solution générale de I'équation gém®et d’'une solution
particuliere de I'équation inhomogeéne. |l reste aladiscuter le calcul de la résolvaniéz, x,).
Pour le casiA(z) = A (matrice constante), ceci est le sujet du paragraphe sulSad(z) dépend
dex, le calcul analytique de la résolvante est rarement plessib

I1l.7 Systemes lireairesa coefficients constants

Considérons le probleme de calculer la résolvante de
y = Ay (7.1)

ou A est une matrice constante d’ordre(les a;; sont réels ou complexes). Motivés par la
résolution de problemes scalaires, essayons de troegesalutions de la forme

y(r) = M avec un vecteum # 0. (7.2)

En insérant (7.2) dans (7.1) nous obtengf{s) = Ae*v = e’ Av, ce qui est équivalent a
Av = ). La fonction de (7.2) est alors une solution de (7.1) si eteseent si\ est une valeur
propre deA etwv est un vecteur propre correspondant.

Cas 1 (A est diagonalisable) Dans cette situation, il existe vecteurs propres indépendants
vy, ...,V, avec valeurs propres, ..., \,. Considérons la matrice

O(x) = (e’\”vl, Ce 6)‘"%”). (7.3)

Par le Théoreme 6.5 de Liouvill&(z) est inversible pour tout car (0) I'est. La résolvante
est alors donnée pak(x,zq) = ®(x)®(zy)~" (voir 'équation (6.3)) ou aussi pak(z,z) =
O(x — x9)®(0)~L.

Cas 2 (A n'est pas diagonalisable) L'idée est de transformet sous une forme “plus simple”, par
exemple sous forme triangulaire ou sous forme de Jordanh@nclee alors une matrice inversible
T telle queT*AT = S possede une telle forme. Avec la transformatjon Tz (ety’ = T2') le
systeme (7.1) devient = Sz. Pour le cas d’une matrice triangulaire on a

21 = S11* + S1929 + ... + S1n’n
/

Ze = S99z + ... + SonZn
! —

Zn = Snnin

On résoud d’abord I'équation differentielle poyy, ensuite celle pout,_; et a la fin celle pour
z. La solution de (7.1) est obtenue pdr) = Tz(x).

Exemple 7.1 Considérons un bloc de Jordan de dimengion

Al

Al

Al
A
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Pour la solution de’ = Jz on commence pai;; on trouvez; = Az, etz (z) = e*¢,. Léquation
differentielle pourz; estz; = A\z3 + e*c,. Sa solution estz(z) = e’c3 + ze’cy. De la méme
facon on calcule,(z) etz (z). Le résultat est

1z x2/2! 23/3!

z(z) = L T :EZQ! 2(0). (7.4)
1

On trouve la solution (7.4) d& = Jz aussi a I'aide du théoreme suivant.

Théoreme 7.2 La résolvante dg’ = Ay est donge par

R(x,x0) = eXp(A(a: — xo)) =) MAZ'. (7.5)

=
Démonstration.Comme|| A?|| < ||A|l", la sérieX =, & |||’ = exp(al|A]|) est une majorante de
la série de (7.5) pourr — zy| < a. Ceci montre la convergence uniforme sur chaque intervalle
compact. On peut donc échanger la dérivée avec la sommetton obtient

d 1

o exp(A(x — xo)) = % izzo wfli = 1221 %Ai =A exp(A(x — xo)).

Chaque colonne dexp(A(x —x¢)) est une solution dg¢ = Ay et on obtient (7.5) carxp(0) = I.
O

Revenons a 'Exemple 7.1. Le bloc de Jordan peut étré gmuis la forme/ = Al + N ou

0 1 0 0 1 0 0 0 1
B 0 1 - 00 1 - 00 0
N= 0o 1|’ N = 0 0|’ N = 0 0
0 0 0
et N7 = 0 pourj > 4. Par le Théoréeme 7.2, la résolvante est donnée par
T T xi %
R(z,0) = exp(()\[—i—N)x) =e exp(Na:) = e gﬁN .
Attention Poury’ = A(z)y ou A(z) dépend de:, on a en général que
R(z, o) # exp(/ A(t) dt) (7.6)
Zo

(voir Exercice 30). On a I'égalité dans (7.6) seulemeid simension est ou si les matrices!(x)
et [ A(t)dt commutent.

111.8 Diff erentiabilité par rapport aux valeurs initiales
Considérons la solution du probleme de Cauchy

v = fx,y),  ylxe) =0 (8.1)



Equations diférentielles ordinaires 67

comme fonction de trois argumentgr, o, yo) et étudions la sensibilité de la solution par rapport
a des perturbations dans les valeurs initialgs),. Nous savons déja qugz, xo, yo) dépend
continlment d€gzg, yo) (voir le Théoreme 5.5), mais que peut-on dire sur la difféiabilite?
Quelle est I'approximation du premier ordre gler, o + Azg, yo + Ayp)?

A) Diff érentiabilité par rapport a y,. Supposons qug¢ : U — IR" (avecU C IR x IR"
ouvert) satisfasse les hypotheses sur I'existence dtltérde la solution. Alorsy(x, zo,yo) €st
bien définie sur 'ensemble ouvert

D = {(x,xojyo) i (zo,y0) €U etxe Imax(xo,yo)}. (8.2)

Pour obtenir une idée de la forme de la déri\%)e{x, %o, Yo), €crivons le probleme (8.1) comme

0
a_i(x7 Zo, 3/0) = f(x7 y(xu Zo, y0>)7 y('r(b Zo, yO) = Yo (83)

et dérivons cette équation formellement par rappagt &n échangeant les dérivées par rapport a
x etyg, Nnous obtenons

0,0 0 0 0
%(8—50(%5507?/0)) = %(xay(xaxmyo)) ) 6—50($,$0,y0), 6—50(.1’0,1'0,?/0) =1

D’apres ce calcul formel, nous voyons qu%(x, To, Yo) €st la solution de I'équation linéaire

of

v = a—y(:c,y(:c,:co,yo))xp, U(z) = 1. (8.4)

Cette équation s’appelkqguation variationnellele (8.1). Elle est de la formg = A(z, xo, o)y
ou la matriceA dépend du parameétfe, y,). La résolvante dépend donc aussi de ce parametre.
Notons-la patR(x, s, zo, yo). Le calcul formel montre alors que

0
a—y($a$0>?/0) = R($a$07$0>?/0)- (85)
Yo

Dans la démonstration du theoreme suivant, nous justifiecette procédure.

Théoreme 8.1SoitU C IR x IR" un ouvert,f : U — IR" continue et supposons q@g(x,y)
existe et soit continue suf. La solutiony : D — IR" de (8.1) satisfait alors

e y(x,x0,yo) €St contiiment diférentiable par rapporé yo;

° g—i(x, %o, Yo) €st la esolvante de Equation variationnelle (8.4).

Démonstration.Pour(z, zo, y9) € D fixé, il faut démontrer que
y(Z, o, yo + Ayo) — y(Z, To, Yo) — R(T, T, To, Yo) Ayo = 7(Ayo)|| Ayo|
our(Ayy) — 0siAy, — 0. Lidée de la démonstration est de considérer
v(x) = y(x, 2o, Yo) + R(z, o, To, Yo) Ayo

comme solution approchée de (8.1) et d’estimer la difféeg(x, zo, yo + Ayo) — v(x) a l'aide du
lemme fondamental (Théoréme 5.3). Avec l'abréviaii¢n) := R(z, z, ¢, Yo) Ayo NOUS avons
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|10(z)]] < M||Aypl| sur I'intervalle compactz,, z]. Considérons le tuyalk’ := {(x,y); z €
[0, Z], ||y — y(z, z0,90)|] < p} avecp > 0 suffisamment petit pour qu& C U. Pour| Ayl <
p/M, la fonctionuv(z) reste dang< et son défaut est donné par

f(:c,v(:c)) —v'(z) = f(:c,y(x,:co,yo) + 5(55)) - f(il?ay(%xo’yo)) - g—;(fcay(ﬂfa%,yo))5($)-
Le théoreme des accroissements finis appliqé&®@ = f(z,y +0) — f(z,y) — g—g(x,y)é (ob-

servons qué’(0) = 0) implique que

af of of
£y +0) = fas9) = 5 i < S |5, @y +29) =5 () - il

Comme%(x, y) est uniformément continue sur le compé&Gton a I'estimation

8 a N .
sup Ha—g(x,yﬂé)——f(x,y)ﬂ <m(I6]) ot m([8]) =0 si & — 0.

A€[0,1] Oy
La fonctionr (-) peut &tre choisie monotone et indépendantéde) € K. Par conséquent,
1f (2, v(2)) =o' ()| < (M| Agol) M| Ayoll-

Sur le compacts, f(x,y) satisfait une condition de Lipschitz. On peut donc applideéemme
fondamental et on obtient

7’1(MHAZJOI’/DMHA§UOH (eL(a:—xo) _ 1)’
ce qui démontre la differentiabilité dgx, o, yo) par rapport &, et la formule (8.5).

Il faut encore démontrer la continuité g?%(x, %o, Yo). Elle estune conséquence du Lemme 8.2
(voir plus bas). On ne peut pas directement appliquer I®firée 5.5, car 'argumefi, y) n'est
pas une valeur initiale de I'equation variationnelle §8nhis un parametre de celle-ci. 0

||y([[’, Lo, Yo + A?/O) - U(l’)” S

Lemme 8.2 Soity’ = A(x, c)y uneéquation diférentielle lireaire qui cepend d’un parartre c.
Si A(z, ¢) est continue suf x V' (I un intervalle ouvert et/ C IR? ouvert), alors la Esolvante
R(z, zo, ¢) est une fonction continue silirx I x V.

DémonstrationPour un(z, zy, c) fixé, il faut démontrer que la differend®x, =1, ¢;) — R(z, x, ¢)
est arbitrairement petite i, 1, ¢;) est suffisamment proche de, x,c). Une application du
Théoréme 5.5 montre qu&(x, 1, ¢) — R(z, xg, ¢) est arbitrairement petit. Il suffit alors d’estimer
la differenceR(x, z1,¢1) — R(z, x1, ¢).

Soit[a, b] C I tel quex, etz sont a l'intérieur déa, b), soit X' C V un voisinage compact de
et soitL une borne d§ A(z, c)|| sur le compacia, b] x K. Ceciimplique|R(t, z1,c1)|| < et~
pourt,xz; € [a,b] ete; € K (voir la démonstration du Théoréme 6.1).

La fonctiony(z) := R(z, z1, ¢)yo est une solution dg’ = A(z, ¢)y, y(z1) = yo. La fonction
v(z) := R(x,x1, c1)yo €st une solution approchée, qui satistait; ) = y, et

l0'(t) = At, c)o ()| = II(A(t, e1) = At €)) R(¢, 21, e1)yoll < ee™@lyo

si ¢, est proche de. Ceci découle de la continuité uniforme dé¢t, ¢) sur|a,b] x K. Le lemme
fondamental donne alors I'estimation

geL(bfa)

H(R(x,m,C) - R($,$1,01))?JOH < (eLlw_m - 1)||yo||,

ce qui démontre I'affirmation. O



Equations diférentielles ordinaires 69

B) Diff érentiabilit & par rapport aux parametres Considérons un probléme avec des parametres
c=(c1,...,¢)T

y'=flz,y.0),  yl@o) =wo
ouf : U — IR" estcontinue et differentiable par rappoftac) (U est un ouvert déR x IR" x IRF).
La solution est une fonctiog(z, z, yo, ¢). Pour étudier la difféerentiabilité par rapportanous

considérons le systeme augmenté

(:Z): (f(x,oy,c))’ (ZZ) (o) = (?JCO) (8.6)

Avecz = (y,¢)T et F(z, z) = (f(x,y,¢),0))", ce systétme devient = F(z, ), z(x0) = (yo,¢)”
et ¢ apparait seulement dans la valeur initiale. On peut doplicager le Théoreme 8.1. La
fonction z(x, =, zo) et alors aussy(z, xg, o, ¢c) sont continiment différentiables par rapport a
20 = (yo, ¢)T. En dérivant I'équation

0
a_i<x7 Lo, Yo, C) = f(.T, y(.fC, Zo, Yo, C)7 C)

par rapport a, on obtient pout(z) := %%(:C,xo, Yo, ¢) 'équation différentielle

,_Of of
U= a—y(x,y(x,xo,yo,c),c)\lf + E(x,y(x,xo,yo,c),c). (8.7)

Exemple 8.3 La solution du probleme

y' = f(r,y) +eg(z,y),  ylzo) =uo
est, poule| petit, donnée pay(z,e) = yo(x) + eyi(z) + ... oU

y()(x) = f(z,90(2)), Yo(wo) = Yo
/ of
yi(xr) = a—y(x,yo(x))w(x) +9(z,90(x)),  y1(x0) = 0.

C) Diff érentiabilité par rapport a z,. Supposons qué(x,y) soit continiment différentiable
par rapport & ety. Nous considérons le systeme augmenté

(B =(57) (De=(2). 5.:9)

Avecz = (y,z)T et F(z) = (f(z,y),1)" le systéme devient = F(z), z(x) = (yo, zo)”. Donc,
x peut étre traité de la méme maniére gyela solutiony(x, o, yo) est alors aussi différentiable
par rapport az,. En dérivant (8.3) par rapport &, on obtient pourl(z) = g—;{)(x,xo,yo)
I'équation differentielle

of

v = a—y<$ay(5573707y0))‘1’7 W (xo) = —f(z0,40)- (8.9)

Commeg—;}(x, xo, Yo) €st la résolvante de (8.9), on en déduit que
0 0
8—50(3775507%) = —a—yyo(fﬂﬂfoayo)f(fcoayo)- (8.10)

Une autre possibilité d’obtenir cette derniere formuse la suivante: dériver par rapportag
lidentité y(z, o, y(xo, 1,y1)) = y(x, z1,y1) et utiliseryy := y(xo, 1, y1). Comme résumé de ce
paragraphe nous avons le résultat suivant.
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Théoreme 8.4 SoitU C IR x IR unouvertetf : U — IR" de class&' (de class&*). Alors, la
solutiony(z, o, yo) de (8.1) est de clasg® (de class&*) sur D de (8.2).

Démonstration.Toutes les dérivées partielles der, =, yo) sont continues. Alorgy : D — R"
est de class€'. En appliquant cet argument itérativement a I'equatianationnelle, on voit par
récurrence queg est de classé” si f est de classé€”. m

111.9  Stabilit &

Dans le paragraphe précédent nous avons vu que, pauifiy@, la solutiony(x, zo, yo) dépend
continliment des valeurs initiales. Mais que peut-on dingrp — oo?

Définition 9.1 SoitU C IR x IR"™ ouvert et supposons quye U — IR" soit continue et satisfasse
localement une condition de Lipschitz. Une solutign, =y, yo) dey’ = f(x,y) (Qui existe pour
toutzr > xy) est ditestable(au sens de Liapunov) si

Ve>0 30 >0 YAy (||[Ayll <) Vz(x>x0) |y(z,z0,y0 + Ayo) — y(x, z0,y0)|| < €.
La solution est diteasymptotiguement stabdeelle est stable et si en plus

300 >0 VAyo ([[Ayoll < do)  lim |ly(z,z0, yo + Ayo) — y(x, 20, yo)|| = 0.
Une solution esinstablesi elle n’est pas stable.

Exemple 9.2 La solutiony(z) = 0 de I'équation differentielle
\

=
e

y' =Xy
est asymptotiguement stable pouk 0 (voir le dessin ci-contre),
stable poun\ < 0 et instable poui > 0.

\\//%

Exemple 9.3 La solutiony(z, 0, y0) = vo/(1—yox) de I'équation
differentielle

N

Y=y —
est asymptotiquement stable pagr < 0, mais instable pour /%—‘
Yo = 0.
Exemple 9.4 Pour I'eéquation differentielle %,//
—

la solutiony(x) = 0 est asymptotiquement stable, mais la solution 7
y(z) = 1 estinstable.

Pour étudier la stabilité d’'une solutigir) dey’ = f(z,y), il est souvent avantageux d’appliquer
la transformation: = y — y(z). Ainsi, 'équation différentielle)/ = f(x,y) se transforme en

d=ygl,2),  g(z2) = flz,2+y@) - fz,y(x)) (9.1)
avecz(xz) = 0 comme solution.

v =yly—1) \X%

Lemme 9.5 Sous les hypo#ses de la Bfinition 9.1, la solutiory(x) dey’ = f(z,y) est stable, si
et seulement si(x) = 0 est une solution stable de (9.1). Dans cette affirmation et pmplacer
‘stable’ par ‘asymptotiquement stable’ ou par ‘instable’.

DémonstrationL'affirmation est une conséquence immédiate e o, zo) = y(z, o, yo) —y(x)
avec poury = yo — y(zo). |
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Figure 9.1: Solutions de systemes linéaires en dimerision

Par conséquent, on peut toujours se ramener au cg$00) = 0 et ou on est intéressé par
la stabilité de la solution nullg(z) = 0. Un désavantage potentiel de la transformation (9.1) est
gu’un systeme autonomg = f(y) peut devenir non-autonome.

Pour une équation linéaigg = A(x)y + ¢g(z) la transformation (9.1) donng = A(z)z et on
obtient: une solution arbitraire dé = A(x)y + g(x) est stable (asymptotiquement stable ou insta-
ble) si la solution nulle de I'équation homogéyie= A(z)y est stable (asymptotiquement stable
ou instable). Pour une équation linéaire, toutes lesisnlsl possedent le méme comportement de
stabilité. Dans cette situation, on parle aussi de la l#ablie I'équation differentielle et non de la
solution.

Théoreme 9.6 a) L'équation diférentielley’ = Ay est asymptotiquement stable si et seulement si
toutes les valeurs propres desatisfontit\; < 0.

b) Elle est stable si et seulement si toutes les valeurs psogeA satisfonti\; < 0 et, pour
les valeurs propres avek\; = 0, les blocs de Jordan sont de dimension

Démonstration.On transforme la matricd sous forme de Jordan et on utilise la représentation
explicite de la solution (Exemple 7.1). Laffirmation esteuconséquence du fait quie*| reste
borné pourr > z, si R\ < 0, et quer*e® — 0 pourz — oo SiRA < 0. O

Le comportement des solutionsgde= Ay (pour des matrices de dimensidrest illustré dans
la Fig. 9.1. Pour le dessin (c) les valeurs propres sont caxeplconjuguées avét\; > 0, pour
(e) les valeurs propres possedent un signe opposeé etfptas deux valeurs propres sont sur I'axe
imaginaire. Dans les dessins (a), (b) et (e) les directi@ssvécteurs propres sont indiquées par
des fleches.

Le critere de stabilité du Théoreme 9.6 ne reste paspoar des equations differentielles
non-autonomeg’ = A(x)y.
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Exemple 9.7 Considérons I'équation différentielle
v =Al)y,  Alz)=T(x)" BT (x), (9.2)

ou

B (—1 0 )7 T(z) = (cos(a:c) —sin(a:c)).

4 -1 sin(az)  cos(ax)

Les valeurs propres dé(x) sont réelles et négatives (égales-8). Nous allons déterminer le
parameétre: dans la matrice de rotatidfi(x) afin que (9.2) devienne instable. Avec la transforma-
tion z(z) := T'(x)y(x) nous obtenons

2(@) = Tlyla) + T@ A = ((, )+ (5 5)) .

une équation linéaire a coefficients constants. Rour—2, la matrice de I'équation différentielle
pour z(z) possede\? + 2\ — 3 comme polyndme caractéristique. Dong,= 1 est une valeur
propre avec1, 1) comme vecteur propre. Une solution non-bornée de (9.2)lest donnée par

() = e ( cos 2z + sin 2x >
Y\ = —sin2x +cos2zx )’

L'équation differentielle (9.2) est instable, tandisedoutes les valeurs propres dér) possédent
une partie réelle négative.

Théoreme 9.8 Soit A(x) une matrice sy#gtrique et continue suju, oo). Si les valeurs propres
Ai(z) de A(x) satisfont

Ai(z) <« pour i =1,...,n etpourz € [a, o),
alors on a I'estimation
ly(@)[|, < e ly(zo)ll,  pour > xq

pour les solutions dg’ = A(z)y. Le systmey’ = A(z)y est donc stable si < 0 et asympto-
tiguement stable si < 0.

Démonstration.Montrons d’abord que les hypothéses dir) impliquent
vT A(z)v < av’v pour v € IR".

CommeA(zx) est symétrique, elle est diagonalisable a 'aide d’unériceorthogonale)(z),
c.-a-d.,Q(z)T A(z)Q(z) = Alx) = diag(\i(x),..., \(x)). Avecv = Q(r)w on a alors que
v A(z)v = wTA(z)w < awTw = avTv.

Pour une solutiony(z) dey’ = A(z)y, considérons la fonctiom(z) := |Jy(z)||3. Sa dérivee
satisfait

m'(z) = 2y(2)"y (z) = 2y(2)" Al2)y(z) < 2ay(2)"y(z) = 2am(z).

En vue d’'une application du Théoréeme 5.2, nous compargns avec la solution de’ = 2au,
u(xg) = m(zo) (plus précisément avec la solution de= 2au +  oue > 0 est arbitrairement
petit) et nous obtenons.(z) < m(zg)e?*®=20) pourxz > x,. En prenant la racine carrée, nous
arrivons au résultat désiré. O
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Considérons un probléme non linéaife= f(x,y) satisfaisantf(x,0) = 0 (voir la remarque
apres le Lemme 9.5). Une linéarisation autourde 0 donne

y' = Alx)y + g(z,y), (9.3)
ou g(x,y) est une petite perturbation non linéaire.

Théoreme 9.9 Soit A(z) continue sur(a, o), g : (a,00) x U — IR" continue et localement
Lipschitzienne 0 U est un voisinage ouvert dec IR". Supposons que

e la résolvante de/ = A(x)y satisfassé|R(x,zo)| < Ke @) pourz > z, avec un
a >0,

NS ER]
z>a |yl

alors la solution nulle de (9.3) est asymptotiguement stabl

— 0 si y — 0 (uniformément ernx),

DémonstrationLes solutions de (9.3) satisfont
y(w) = Rla.oio+ [ R g(t,y(t)) d (9.4
(ceci se voit directement par differentiation de (9.4)h € déduit I'estimation
()l < K=y + [ Kem e gt y(e)] at

Poury := o/(2K) il existe une > 0 tel que||lg(z,y)|| < v|ly|| pour|y| < e et pour toutr > a.
Tant que la solutio(x) reste dansy; ||y|| < e}, ona

ly(2)[| < Kem®@ =0 yo| +K7/ eI ly(1)]| dt. (9.5)
Zo

En notant I'expression de droite pafr) et en dérivant, on obtient
(0%
2) = —az(z) + Kylly(@)] < =5 2(2),  2(w0) = Klyoll,
carlly(x)|| < z(x). En résolvant cette inégalité différentielle, on et

ly(@)ll < 2(z) < K|lyolle™ =)/, (9.6)

Posons) := ¢/K. Poury, satisfaisant|y,|| < J, I'estimation (9.6) montre qug(x) reste dans
{y; |ly|| < e} pour toutz > z, et quey(z) — 0 pourx — oo. La solution nulle de (9.3) est donc
asymptotiquement stable. 0

Théoreme 9.10SoitA une matrice constante, et sgit (a,c0) xU — IR" continue et localement
Lipschitzienne [ un voisinage ouvert de € IR"). Supposons que

e au moins une valeur propre dé satisfaitkR A > 0,
® sup W — 0 si y — 0 (uniformement enx),
T>a Yy

alors la solution nulle dey’ = Ay + g(z,y) estinstable.
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Démonstrationa) Supposons pour le moment gdesoit diagonalisable,
T7'AT = A = diag(\1, ..., \n),
et que les valeurs propres desoient ordonnées comme
RAM > ... 2R >0>RN\ 1> >R,

Apres le changement de coordonnges 7'z, I'eéquation differentielle devient

d=Artgaz),  lx,2) =T gz, T2). 9.7)
L'estimation
lg(z, ) _ T2l T g(x, T2)| _ I 17 - |g(z, T2)|
2] 2] 1Tzl B 1Tzl

et 'hypothése suy impliquent quesup,., ||g(x, 2)||/||z]] — 0 siz — 0. Pourc := R, > 0, il
existe alors ua > 0 tel que

N c
g€z, 2)| < Sl pour lz] <e. (9.8)

b) On cherche & démontrer que la solution nulle/de Ay + g(z, y) est instable. Supposons,
par 'absurde, gu’elle soit stable. Ceci implique que laioh z(z) = 0 de (9.7) est aussi stable
et que, par conséquent, il existean- 0 tel que

|20l <6 — lz(z)|| <e pour x> .

Nous écrivons maintenant le vecteucommez = (u,v)” olu € €° correspond aux valeurs
propres avec partie réelle positivepet € *. Nous choisissons une valeur initiate= (ug, vo)”
satisfaisant|z|| < & et|jug|| > ||vo||. Pour la solutionz(z) = (u(x),v(x))" nous considérons
alors I'expression

1
d(z) = S (lu(@)I* = o)),
dont la dérivée satisfait
d'(x) = R (z),u(z)) — R@'(2),v(x))

= (@) Avu(e) + R(Gi(r, 2(2) u(@)) — o(@) Awv(a) = R(Ga(a, 2(2)), (),
ou Ay = diag(RA1, ..., R\, Ay = diag(RAey1, ..., RN €t gz, 2) = (Gi(x, 2), Ga(, 2))7.
L'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'estimation (9.8) ligpent que

, C
d'(z) 2 ellu@)| = 5 (lu@)]* + [o@)]?) = cd(z).
En résolvant cette inégalité différentielle palfr:) et en utilisantl(xz,) > 0, nous obtenons
d(z) > d(xg) e=0),

Par conséquent](x) — oo pourz — oo, ce qui contredit I'hypothese qugz) = 0 est une
solution stable de (9.7).

c) Dans la situation oWl n’est pas diagonalisable, nous transformansous forme de Jor-
dan, et nous faisons une transformation additionelle @vee diag(1, o, a?,a3,...) pour rendre
les élements hors-diagonaux aussi petits qu’on veutal&ment, nous ajoutons ces termes a la
fonctiong(x, y) et nous procédons comme sous (a) et (b). |
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Figure 9.2: Solutions d’'un systéme non linéaire av@oints critiques

Corollaire 9.11 SoitU C IR" un ouvert, soitf : U — IR" continiment diférentiable, et soit
yo € U un point stationnaire, ca-d., f(yo) = 0.

(a) Si toutes les valeurs propres @ y,) satisfontR\ < 0, alors la solution stationnairg(z) =
Yo €st asymptotiquement stable (on dit ggest un attracteur).

(b) Si au moins une valeur propre d&(y,) satisfaitRA > 0, alors la solution stationnaire est
instable.

(c) Si les valeurs propres dfg(y) satisfontR\ < 0, mais au moins une valeur propre satisfait
R = 0, on ne peut rien dire. La solution stationnaire pétrie stable ou bien instable.

Démonstration.La transformation: = y — yo donnez’ = f(z 4+ o) = f'(yo)z + g(z) ou
lg(2)]|/|lz]| — 0siz — 0. Les affirmations (a) et (b) sont alors une conséquence éaréme 9.9
et du Théoreme 9.10.

Pour les problemeg = 3? ety’ = 32, on af’(0) = 0 et la solution nulle est instable pour
y' = y? (Exemple 9.3), mais asymptotiquement stable pgur 33. Ceci se voit a partir de la
forme analytique des solutions. 0

Exemple 9.12 Le systeme
= (W —y) =y —w2)/3
Yo = y1(2 — ya)
possedel points critiques (c.-a-d., des points ¢gilly) = 0, notamment0,0), (0,1), (2,2) et
(—1,2)). Seulement le point2, 2) est asymptotiquement stable (voir Fig. 9.2).

(9.9)

111.10 Exercices

1. Déterminer le type des équations difféerentielles/amntes parmi (I) séparation des variables, (Il)
linéaire homogene, (lll) linaire inhomogne, (IV) Bewili et (V) substitution de variable, sans les
résoudre. Siune équation est de type (V), donner la sutisti. Attention il peut y avoir plusieurs
solutions pour une équation.
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[ | I 1 | B AV Y/
1. v cos(u) =t O o o o o
2.0 +u=ud OO o O O
3w =24u/t (Y R R R
4.0 +u=e? OO o o o
5.tu = u+ V1% + u? O O o o O
6.u +u/t+t3ut =0 O o o o O
7.820 —u? =1 OO o o o
8. v — 13u — 4ut = 2u® + 2t + 5 + 13t OO O O O
9. (1 -t} — 2tu =12 O o o o o
10. 2t + u + 3t?2u? = 0 OO o o o
11. (tcos(t))u' + (cos(t) + tsin(t))u =1 O 0O o o O
12. -1/u> +1/u—2=0 O o o o O
13. 4 = u — 2u? O O o o O
14.u+ u/t —tclogt = 2(clog(t'/?)u? + tuclog(t)) O O O O O
15, u4u/'(t —u) =0 OO O O O
16.v' =u—1/u O o o o o
. Déterminer le type des équations differentiellevamnties et les résoudre:
(x+1)y = —ay, 2y +ay+ /Iyl = 0,
zy = Ve +yi+y, (@+y—-2)+(@—-y+4)y =0.

Indication. Pour la derniére équation, chercher une fonctign, y) telle queg—g(m, y)=x+y—2
et%—(yj(ac,y) =z —y+4.

. Trouver la solution de

Yy —2xy = cosx — 2xsinx

gui est bornée pour — oo.

. Considérons I'équation de Clairaut

y—zy' + f(y) = 0.
Montrer que I'enveloppe de la famille de solutiops= Cx — f(C') est donnée par

z(t) = f'(t),  ylt) =tf'(t) - f(t).

Montrer également que cette enveloppe est solution ded&on de Clairaut (dans un voisinage de

x(t) ouz'(t) # 0).
Pourf(t) = 5(t3 —t)/2, exprimer I'enveloppe sous la forméz) (voir Fig. 1.1).

. Un chien court a une vitesseen direction de sa maitresse, qui se promene a une vit¢sse I'axe

y). Montrer que ceci conduit a I'equation difféerentielle

vy’ = \M1+9y2 A=v/w<l1,

et la résoudre.

. Appliguer l'itération de Picard-Lindeldf a

1
! 2
= — + 0)=0.

. Appliguer l'itération de Picard-Lindeldf au problém

Y1 = y1+2y2, y1(0) =0
Yy = 2> —y1, y2(0) =0
et calculer le$ premiers termes de la série de Taylor de la solution.

. On suppose qug(zx,y) est continue et satisfait une condition de Lipschitz surdade infinieD =

{(z,y); a < x < b}. Montrer que le problemg’ = f(x,y), y(zo) = yo aveczq € [a,b] possede
une solution unique sur tout l'intervalle, b].
Indication. Suivre la démonstration du Théoreme 2.3.
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9

10

11

12.

13.

14.

15.

16.

. Sous les hypothéses de I'exercice précédent, ondinesiopérateutl” : C([a, b]) — C([a, b]) donné
par

(Ty)(x) = yo+ / "Rt y())dt

(a) Montrer que, pour la normgy||.c = max{|y(x)|; = € [a,b]}, 'opérateur]’ n’est pas toujours
une contraction.
(b) Trouvery € IR tel queT soit une contraction pour la norme
lyl| = max{|y(z)|e"*"*); z € [a,0]} .
. Considérons le problemé = f(x,y), y(0) = 0, ou f : IR?> — IR est donnée par
0 si <0, ye€ R
_ 2x si z>0, y<0
fly) = 256—% sio x>0, 0<y<a?
2z si x>0, 22<u.
(&) Montrer quef est continue. Que signifie ceci pour le probleme?
(b) Montrer que la fonctionf ne satisfait une condition de Lipschitz dans aucun voisindg
I'origine.
(c) Appliguer l'itération de Picard-Lindeldf aveg(x) = 0. Les points d’accumulation deyx(x)}
sont-ils des solutions?
(d) Montrer que le probleme possede une unique solutiaquelle?

. Soitf : IR? — IR de class&! et soit 'équation différentielle
y' = f(y.y).

Si f(0,0) = 0, montrer que toute solution non nulle de cette équationgn@des zéros simples.
Exemplesy” +y =0, y” +siny = 0.

Calculer l'intervalle maximal d’existencéyax(xo, o), pour une solution unique de
/ 2 / 2
y =1—y et y =y°.
Pour le premier probleme, trouver la réponse sans caleyfdicitement la solution.

Soity’ = f(y) une équation autonome, gi: IR" — IR" satisfait localement une condition de
Lipschitz. Montrer que si pour une solutign: I — IR", il existety,ty € I, t; # ty avecy(t) =
y(t2), alorsly.x = IR et la solution est soit constante soit périodique.

Montrer I'affirmation suivante: Sile problemé= f(x,v), y(zo) = yo, OU f(x,y) est une fonction
continue, posséede une solution unique, alors les polygditeuler convergent vers cette solution.

On considéere le problemé = f(z,y), y(xo) = 0, ou
oy = 4sign(y) /]yl si |yl > 2?
’ 4sign(y)\/Ty] + 4(x — %‘) cos (—Wl(l)‘ég;) si |yl <a2?
(voir la Fig.1.7.2 de [HNW93]). La fonctiorf (x, ) est continue sui2?.
(a) Montrer que la suite des polygones d’EUlgf,(x)} ne converge pas podr— 0.
(b) Calculer les points d’accumulation de la suftg,(x)} ol h = 27%, i > 1, et montrer qu’ils

sont des solutions du probleme de Cauchy.
Indication. Les solutions sor-4z2.

Pour la solution de I'équation de Ricatti
y = +y%, y(0) =1,

démontrer que
1

1—=x

< y(x) < tan(x + Z)

Indication. Résoudre/ = u? — €2 (e — 0) etv' = v? + 1.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.
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Résoudre I'equation
o = —ytae— (@ +¢?)
y = z+yle—(a®+¢%)
en passant en coordonnées polaires. Discuter de I'alksesalutions en fonction dec IR.

RemarqueSie > 0 on a une solution qui est un cercle de rayga puis lorsque: devient négatif,
ce cercle disparait, c’est une Bifurcation de Hopf (Fig1}.0.

Figure 10.1: Comportememt des solutions potr —1, ¢ = 0 ete = 1.

On considére le probléme
y =Xy, y(0) =1

sur 'intervalle [0, 1] avecA > 0. Démontrer que les polygones d’Eulgf(x) satisfont

() < Diyn(z) < Ayn(z) .

T+ a7

n n+A
(1+3) =< (43)
n n

Démontrer le “lemme de Gronwall”: S'il exisfe > 0 tel que

En déduire que

xX
m(x) < p + e(zr —x9) + L/ m(t)dt pour T > xq ,
o

alors
m(:ﬂ) < peL(x—a:()) + %(GL(x—a:o) _ 1) )

Indication. Dériver une inégalité differentielle poux(z) := p + e(x — xo) + L [, m(t)dt.
Démontrer par un contre-exemple que I'affirmation. (Etfeéoreme 5.2)
m(xzo) < u(zop)

Dyim(xz) < g(xz,m(zx)) = m(z) < u(x)

Diu(z) > g(x, u(x))
n'est pas vraie sans hypothéses additionnelles (voierixe 3.1).
Démontrer que si(x) est une matrice antisymétriqud”{ = — A), alors la résolvante de

y = Alz)y

est une matrice orthogonale.
Indication. Montrer que le produit scalaire de deux solutions est cansta

Calculer la résolvante (représentation réelleyathtion differentielle
Y] = cos(x)y; — sin(x)ys
yh = sin(x)y; + cos(x)ys .
Indication. Trouver une équation differentielle pour= y; + iys.
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

Soit
y' = Az)y (10.1)

ou A(x) est une matrice d’'ordre. Montrer que si 'on connait une solution non-trivialgx) de
(10.1), on peut réduire I'equation (10.1) a un probléanalogue mais ou la matrice est d’ordre- 1.
Indication. Si 'on suppose que (z) # 0, chercher une solution de la forme= up(z) + z, oUu
est une fonction scalaire et alest de la forme = (0, 2z, - - -, 2,)7.

On considére le probléme
y = 1—cos(zy), y(0) =0.1. (10.2)
(a) Montrer que (10.2) posséede une solution uniquédsu).
(b) Calculer une solution approchée en remplagastry) parl — (zy)?/2.
(c) Estimer la difference entre la solution exacte et latmh approchée sur l'intervall@, 1]. La
Fig. 10.2 illustre la solution exacte et approchée, on asimgularité pour la solution approchée
enz = 60'/3,

I

. |
solution approchee
I

(@)

1 o 3 4 5 s

Figure 10.2: Allure de la solution exacte et de la solutiopraphée

A l'aide de I'exercice précédent, calculer la résolte R(x, 1) de 'équation

I 1/:6 —1
Y=\ 1/a? 2/ )Y
sachant qu'elle admef(z) = (2?, —z)" comme solution.
2(1 — 2
Remarquele résultat es{ (1 —Inz) r*Inz
rlnz z(1+Inx)

A l'aide de I'exercice précédent, résoudre

y/:<11//$2 2_/2)y+<x12)’ y(l):<8)-

Calculer la solution générale de

1 -2 0
y = 2 0 -1 |y.
4 -2 -1
Indication. A; = 1 est une valeur propre.
Transformer la matrice
1 14 4 2
A=—-] -2 20 1
-4 4 20

sous forme normale de Jordan et calculer la résolvanié geAy.

Indication. Toutes les valeurs propres desont égales &. La matriceT qui transformeA sous
forme de Jordan est donnée ffar= (vq, va,v3) OUvs # 0 est arbitrairepy = (A — 21 )vs etv; est
un vecteur propre dd difféerent devs.
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29

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Equations diférentielles ordinaires

. Supposons que la matrigéx) soit continue sur l'intervalld. Montrer que si les matriced(x) et
o, A(t)dt commutent pour tout, z € 1, alors la résolvante d¢ = A(z)y satisfait

R(xz,z9) = exp (/x: A(t)dt) :

y’z(”é é)y (10.3)

(a) Montrer queA(x) et [ A(t)dt ne commutent pas.
(b) Calculer la resolvante de (10.3).
(c) Montrer que dans ce cas particuli@(z, zo) # exp( [, A(t)dt).

On considére le systeme

On suppose qué(z) soit périodique de période c.a.d.A(x + p) = A(x).
(a) Montrer que s () est une matrice fondamentale, il existe une matfitelle que® (z+kp) =
®(z)C* pourk =0,1,2...
(b) Montrer que les valeurs propres @ene dépendent pas du choix @#éx). Les valeurs propres
s'appellentmultiplicateurs de Floquet
(c) Montrer que pour chaque valeur proprele C, il existe une solutiony(z) dey’ = A(x)y qui
vérifiey(z + p) = Ay(z) pour toutz (solutionsquasi-geriodiques.

Soit le systeme
/

y(l—y)+z
7 = z2(1-2).
Pourzy = 0, yo = 0, z9 = 0 calculer les quantités suivantes:
oy y 0z z
a—yo(%ﬂfo,yo,zo), a—%(ﬁﬂaiﬂo,yo,zo)a a—%(:n,xo,yo,zo), a—%(%ﬂ?o,yo,zo)-

Soit I'équation differentielle
y =ay+7,

aveca, # € IR. Elle admet la solutioy(xz) = —/3/a. Malgré la régularité de la fonctiofi(z, y) =

ay + [, cette solution est discontinue en= 0. Comment réconcilier ce fait avec le théoreme sur la

dérivabilité par rapport aux parametres?
Considérons I'equation du pendule
y' +siny =0, y(0) =€, y'(0)=0,
ou I'amplitudee est supposée petite. Montrer que la solution peut étiee&@ous la forme
y(@) = ey (@) + ya(x) + ys(x) + O
Calculery, (z), y2(x), y3().
Calculer la résolvantB(zx, =) de 'équation

/ 2/x 1
¥y = (3/562 3/x>y

pourz, zo > 0. Utiliser la transformationt = In(x), z;(t) = 2°~y;(x).
Donner l'allure générale des systemes differentielglignension> 2 que I'on peut résoudre a l'aide
de cette transformation.

Montrer que I'equatiofia;; € IR)

y/ _ ail a2 y
a1 a2
est asymptotiguement stable si et seulement si

ai] +age < 0 et ailas — ajgagy > 0.



Equations diférentielles ordinaires 81

37. Montrer que pour un systeme autonoghe- f(y) le flot
d: R"— R", ®i(yo) = y(t0,%0)
satisfait
Prod, = Dy, .
38. Soity’ = Ay ou A est une matrice. x n avec des coefficients réels. Soit
xaA) = X'+ a N 4 b ) Fay
le polyndme caractéristique de Montrer qu’une condition nécessaire pour la stabilignaptotique
dey’ = Ay est donnée par
ar>0,a9 >0,---,a, >0.
39. On considere le polyndmg\) = A3 + a1 A% + ax )\ + a3 coefficients réels. Montrer que si
a1 >0, a3>0, ajas > a3

alors les racineg; du polyndmep(\) satisfontR\; < 0.

Indication. Etudier la condition sur les coefficients quand une racing(de traverse I'axe imagi-
naire.

RemarqueLes conditions mentionnées sont également nécesseliessun cas particulier du critere
de Routh-Hurwitz.

40. Aider James Watt a résoudre son probléme de s&apiitir son moteur a vapeur de locomotive. On
a le systeme différentiel suivant:

W' = kcos(p+a)—F
/1

" = w?singcos g — gsing — by’

aveck, F, g,b > 0, w est la vitesse de rotation du moteur et I'accélératiop @st déterminée par la
force centrifuge, poids et frotement [HNW93, p. 90-91].

Poura = 0, calculer le point d’équilibre et déterminer sous quettenditions le point est asympto-
tiquement stable.

41. Calculer les solutions stationnaires de
yi o= —yiys — 2y
Yy = y1— iy
et montrer que la solution nulle est stable.

Indication. Trouvera > 0 etb > 0 tels que la dérivee d&(z) = ay?(z) + by3(z) soit non positive.
(Une telle fonction s’appelléonction de Lyapunay

42. Etudier la stabilité des quatre points critiques dguiation differentielle (voir Fig. 9.2)
v = (—y2)(1 -y —y2)/3
vy = n(2—y2) .

/
y1>:(y2)+ 2 4 23 gin 1 <y1>
()= (2 )+t +u G (o
possede dans chaques voisininages de l'origine, unet@nfiri solutions stables et une infinité

de solutions instables.
Indication. Regarder I'eéquation differentielle en coordonnéesjpes.

(b) Est-ce que la solution nulle est stable, asymptotiqutrsiable?

43. (@) Montrer que

44. On considere I'équatiofi(x) = (A + B(z))y(x). Montrer que si les valeurs propres desatisfont
Rel < 0 etsiB(x) — 0 pourz — oo alors I'equation differentielle est asymptotiquemetatbde.
Indication. Utiliser la démonstration du Théoreme 9.9.
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45. Pour le “pendule double” déterminer les équations duvement en util- o
isant le principe de Hamilton (voir Exercice 11.19). Premdies angles: et
(8 comme coordonnées généralisées.

mq meo « gl
T = —(@7+9])+— (&5 +15)
2 2 m1
U = migyr +magyo
l> /3



Chapter IV

Equations differentielles lineaires d’ordre 2

Contrairement au Chapitre Ill, ou nous avons traité surte probleme de Cauchy (équation
differentielle avec valeurs initiales données), nolmse étudier des solutions d’équations differentlle
assujeties a des conditions aux bords. Des exemples ggpapnt ceux du paragraphe 1.3, ot on
cherche des solutions d’'une équation differentielledte 2 satisfaisanj(a) = A ety(b) = B.

Dans ce chapitre, nous restreignons notre étude a desi@ugidifferentielles linéaires.

IV.1 Problemes aux limites — introduction

Pour illustrer la difference entre un probléme de Caudhypéerobleme aux limites, nous commencons
par un exemple tres simple.

Exemple 1.1 Considérons I'équation différentielle
y'+y=0,

dont la solution générale est donnée pér) = c;sinx + ¢y cosxz. Avec des valeurs initiales
donnéesy(xy) = yo, ¥'(xo) = v, le probléme possede une solution unique quelles quatdes
valeurs dexy, o, ¥

Si la solution cherchée est déterminée par des condi@ox bords d’un intervalle, on peut
avoir les trois possibilités suivantes:

a)y(0) =0, y(r) =0 une infinité de solutiong;(x) = ¢; sin z;
b)y(0) =0, y(r) =1 pas de solution;
c)y(0) =0, y(1) =2 une solution uniquey(x) = (2/sin1) sinz.

Dans une grande partie de ce chapitre, nous considéreeapsmtion diférentielle lirgaire
az(2)y" + a1 (x)y’ + ao(x)y = h(x), (1.1)

oUag(z), a1(z), az(z) eth(x) sont continues sur l'intervalli, b] et olay(x) # 0 sura, b]. Nous
étudions les solutiong : [a,b] — IR assujetties augonditions aux limitegconditions aux bords,
conditions de frontiere)

ay(a) + ooy’ (a) + asy(b) + auy'(b) = m

Biy(a) + Boy'(a) + B3y (b) + Bay'(b) = e (1.2)
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Avec les abréviations

(Ly)(z) = as(z)y"(x) + ar(z)y'(x) + ao(z)y(x)
By = ayy(a) + ay'(a) + asy(b) + asy'(b)
Boy = Bwy(a) + Bay'(a) + Bzy(b) + Bay'(b),

ouL :C?*a,b]) — C°Ia,b]) etB; : C'(|a,b]) — IR, le probléme s'écrit sous la forme
Ly=h,  Biy=m,  Bwy=nm. (1.3)
On parle d’'un problembBomogne sih(z) = 0 ety; = 7, = 0.

Théoreme 1.2 (existence et unid) Soientu(z),v(z) deux solutions ingpendantes déy = 0.
Alors, le probeEme (1.3) posxie une solution unique si et seulement si

Bl’U, Blv
det ( o BQU) £ 0. (1.4)

Par congquent, le prodme (1.3) possle une solution unique si et seulement si le potd
homogneLy = 0, Byy = 0, Boy = 0 pos®de une solution unique (alternative de Fredholm).

Démonstration.Soit w(z) une solution particuliere déy = h. La solution générale déy = h
est alors donnée pay(z) = cju(x) + cov(x) + w(z). Cette solution vérifie les conditions aux
limites (1.2) si et seulement si

(Blu Blv) <cl) _ <71 — Blw)
Bsu  Byv Co Yo — Bow )
Sous la condition (1.4), ce systeme linéaire pgut, possede une solution unique. O
Exemple 1.3 Considérons le probleme
y'+y=0 yla)=A,  yb)=B5B

On peut prendre(x) = cosz etv(z) = sinz. Par le Théoreme 1.2, ce probléme posséde une
solution unique si et seulement si

det <Cosa sin a

cosh sinb) = cosasinb — cosbsina = sin(a — b) # 0,

c.-a-d., sib — a # km avec un entiek.

I\V.2 La fonction de Green

Le but de ce paragraphe est de dériver une formule anatgeite de la “variation des constantes”
pour le probleme aux limites.
L'équation (1.1) peut &tre écrite sous la forme équns

<5’>/ - <—ao($§)/a2(x) —al(x)l/@(x)) <5’> " <h($)/0a2(93)>'

Notons la résolvante de ce systeme linéaire par

we = (R0 )
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Alors, la solution particuliere déy = h qui satisfait aux conditions initialega) = 0, y'(a) = 0

est donnée par
_ /" h(t)
yw)= [ Balat) o

dt = /b Go(x, H)h(t) dt,

ou
Ry(x,t t sia<t<z<b
Cofa,t) = | AP Dfeal) - stastsos
0 sta<z<t<bh.
Remarquons que la fonctioR,(z,a) est la solution dely = 0 qui vérifie Ry(a,a) = 0 et
Ri(a,a) = 1.

(2.1)

Théoreme 2.1 Sous les hypo#ises d’existence et d’unieitiu Tleoreme 1.2, il existe une unique
fonction continué=(z, t) sur[a, b] x [a, b] telle que la solution déy = h, By = 0, By = 0 est
donree par
b

y(z) = / Gz, )h(t) dt. 2.2)
Cette fonction s’appelléonction de Green
Démonstration. Unic& SoientG;(z,t) et Go(z,t) deux fonctions vérifiant (2.2). Comme la
solutiondelLy = h, Byy = 0, Boy = 0 est unique, on a

b

/ (Gl t) — Gala,t) (1) dt = 0

pour toute fonction continuk(t). Ceci impliqueG,(x,t) = Ga(z,t) surfa,b] x |a, b].
Existence Cherchons la fonctiot¥(x, t) sous la forme

ou u(z),v(x) sont deux solutions indépendantesidg = 0 et d,(¢), d»(t) sont des fonctions
continues sufa, b]. Avec cette fonctiorG(z, t) la fonctiony(x) de (2.2) vérifieLy = h.

Nous allons encore déterminér(t) etd,(t) de maniére a ce quB,G(-,t) = 0 et BoG(+,t) =
0 pour toutt € (a,b). Ceci est équivalent a

(Blu Bﬂ]) (dl(t)) _ (BlGO(7t))

Bgu BQU dg(t) N BQG()(', t) '

Par hypothese, ce systeme posséde une solution uniqué; ), d»(t). Evidemment, la propriété
demandée pour(z, t) entraineB;y = 0 et By = 0 pour la fonction de (2.2). |

Exemple 2.2 Calculons la fonction de Green pour le probleme
y'=0, y(0)=0, y(l)=0.
On aRs(z,t) = x — t etla fonction de Green est donc de la forme

r—t si0<t<zxz<l1

) (2.4)
0 sSl0<zx<t<1.

Gz, t) = di(t) - 1+ do(t) - + {

Les conditiong7(0,¢) = 0 etG(1,¢) = 0 impliquentd; (t) = 0 etds(t) + 1 —t = 0. On en déduit
t(r—1 sio<t<z<l1
O

t—1zx sio<z<t<l1.
Par conséquent, la solution gé= h(x),y(0) = 0,y(1) = 0 satisfait
1

y(x) = (v — 1)/xth(t) dt+:c/ (t — 1)A(t) dt.

0 T

(2.5)
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RemarquesLa solution du probleme (1.3) satisfait

() = wola) + [ Gl Oh(e) d,

ouyo(z) est la solution dd.y = 0 satisfaisant les conditions aux borBigy = v, et Boy = 7».
On peut interpréter la fonctian — G(z,t) comme solution dé.y = ¢, ou ¢, est la “fonction
0 de Dirac”.

IV.3 Problemes adjoints et auto-adjoints

Rappelons que, pour un opérateur linéalrelans /R" (donné par une matricd), I'opérateur
adjoint A* est défini par la relationAu, v) = (u, A*v). Il est donné par la transposé&é de la
matriceA.

Dans le contexte des équations difféerentielles, camrsius le produit scalaire

(.9 = [ o) da 31)

surC([a, b]) (ou [a, b] est un intervalle compact) et un probleme aux limites @éoparL, By, B,.
Le but de ce paragraphe est de détermitieB;, B; tels que

(Ly,2) = (y, L"2) (3.2)

pour toutes fonctions, z € C?([a, b]) satisfaisanB,y = B,y = 0 et Bjz = B}z = 0.

Lemme 3.1 Soientay € C*([a,b]), a; € C*([a,b]) etay € C°([a,b]) avecay(x) # 0 sur [a, b].
Avec 'operateur

Lz = (a3(2)2)" — (a1(2)2) + ao(z)z (3.3)
on a l'identite
b

(Ly,z) = (y, L) = as(2)(y/ (2)2(2) — y(2)2'(2))|

pour toutes fonctiong, z € C?([a, b]). L'opérateur L* de (3.3) est appélopérateur adjoinde L.

+ (a(2) — dy@))y(0)=(x)| (3.4)

DémonstrationDans I'expression

b
(Ly,z) = / (as(2)y” (x) + ar (2)y' () + ao(@)y(w) ) 2() du (3.5)
il faut éliminer les dérivées dg(x). Ceci se fait par intégration par parties comme suit:
b b b
/ as(z)y"(z)z(x)dx = y'(x)ag(x)z(x)’a—/ y'(z)(az2) (x) dz
= y’(x)ag(x)z(x)’Z —y(z)(az)'(z) +/ J(az2)"(x) dx

b b
[ a@y @z de = y@a@=@) - [y @ d

b

a

En insérant ces deux intégrales dans (3.5), on obtiataritité désirée. |
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Théoreme 3.2 Consicerons le probkdmeLy = 0, Byy = 0, Byy = 0, ou L satisfait les hy-
potheses du Lemme 3.1 el tes vecteurga, as, as, ay) €t (81, o, O3, B4) définissantB; et By
sont linkairement in@pendants. Alors, il existe

Biz = mz(a) + 7 (a) +732(b) + 742/ (D) (3.6)

B;Z = 512(&) + 522’(&) + 532’(1)) + 542’(1)), '
tels que(Ly, z) = (y, L*z) pour toutes les fonctiong » € C?([a, b]) satisfaisantB,;y = Byy = 0
et Bfz = B;z = 0. Les coefficients; et); ne sont pas uniques, mais I'espace des fonctiomsi
satisfontB}z = Bz = 0 est unique.

Démonstration.Le membre droit de I'équation (3.4) peut étre écrit sauformey?CZ ol =
(y(a),y'(a),y(b),y'(0))", Z = (2(a), #'(a), 2(b), #'(b))" et

C = (_%(a) D((]b)) avec D(z) = (al(xc)wz;)bé(x) _QE](:C)) .

Considérons une matrice inversible de dimensiond, dont les deux premieres colonnes sont
les vecteursay, as, as, o)t et (61, B2, B3, 84)T. On a alors quéB,y, By, -, -) = ¢ B et on
obtient
71CZ = (Byy, By, -, - )B~'CZ.

Si l'on dénote patyy, v2, 3, V1) €t(d1, 2, 03, 6,4) les deux dernieres lignes de la matrige! C, on
voit quey TCZ = 0 (et donc(Ly, z) = (y, L*z)) pour des fonctiong, > satisfaisani3,y = By =
OetBjz = B3z = 0.

Les coefficientsy; et §; dependent du choix de la matrié® Si B est une autre matrice in-
versible dont les deux premiéres colonnes sont comme Bpan a

’\_ ] U ’\,1_ [ —UV_l -1
pop(l ) e mo() U

ol I est la matrice identité de dimensidnLes coefficients); etd;, qui correspondent au choi,
sont alors reliés aveg eto; par

(il Yoo s j4>:V—1<71 Y2 3 74)
61 02 03 4 61 0y 03 &)

lls définissent alors des conditions aux bords qui sonivatgntes a (3.6). O

Définition 3.3 Si le problemelL, B;, B, satisfait les hypothéses du Théoreme 3.2, on appelle
L*, B, B;, données par (3.3) et (3.6),peobleme aux limites adjoint

Le probleme est ditwto-adjoint si L* = L et si les conditionsB;z = Bjz = 0 sont
equivalentes &,z = Byz = 0.

En développant I'expression (3.3) palitz on obtient
L'z = ao(x)2" + (2a(x) — a1 ()2 + (ay(x) — ay(z) + ao(2))z.

L'opérateurL est donc auto-adjoint, si et seulementgix) = a,(z), c.-a-d., s'il est de la forme
Ly = (az(2)y’) + ao(z)y.
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Exemple 3.4 Le probleme

(as(2)y) +ag(z)y =0  ay € C'([a,b]) etay(z) # 0 sur[a,b], ag € C°([a, b)),
ay(a) + By'(a) =0 o] + 18] > 0,
7y(b) + dy'(b) = 0 [+ 101 >0

est un probleme auto-adjoint. Pour voir ceci, il suffit @erabntrer que

(Ly,2) — (y, L2) = as(a) (¢ (2)2(2) — y(2)7' ()|’

a

(voir le Lemme 3.1) s’annule pour toutes les fonctigret z satisfaisant les conditions aux bords.
On voit facilement que/’(z)z(z) — y(x)2'(x) S'annule pourr = a et pourz = b. Par exemple, si
a#0,0na

y'(a)z(a) —y(a)?'(a) = y'(a) (== Z(a)) - (—g y'(a))7(a) = 0.

Proposition 3.5 Sous les hypo#ses du Teoreme 3.2, le prol@melLy = 0, Byy = 0, Boy = 0
pos&de une solution unique, si et seulement si le gnotd adjoint.*z = 0, Bz =0, B3z =0
pos®de une solution unique.

Les fonctions de Green pour les deux pashes satisfont alors

G*(z,t) = G(t,x). (3.7)

En particulier, la fonction de Green d’un prairhe auto-adjoint est sygtrique.

Démonstration.Supposons quéy = 0, Byy = 0, Boy = 0 possede une solution unique et notons
par z une solution del.*z = 0,Bfz = 0,B}z = 0. Avecy(x), solution deLy = z, Byy =
0, Boy = 0, on obtient

121 = (2, 2) = (Ly, 2) = (y, L"z) = (y,0) = 0.

Doncz = 0 et I'unicité de la solution du probleme adjoint est déernnee.
Pour démontrer la relation (3.7), considérons deux fonstcontinueg (z) etg(z) et définissons

y(z) = / ‘GO d @) = / "G (1) g (8) dt.

Par définition de la fonction de Green, les fonctignst = satisfontLy = f, Byy = 0, Boy = 0
etL*z = g,Bfz = 0,B;z = 0. Larelation(Ly, z) = (y, L*z) (c.-a-d.,(f, z) = (y, ¢)) implique
alors

/ab /ab(G*@’ t) = G(t,2)) f(x)g(t) dt dz = 0.

Comme cette relation est vérifiee pour toutes fonctiomginoesf et g, on en déduit la relation
(3.7). O
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IV.4 Le probleme de Sturm-Liouville

Une motivation du probleme de Sturm-Liouville (voir pluessipour
sa définition) est I'etude dééquation de la chaleur

ou  u

5 = a2 pourz € (0,1), t > 0,
u(t,0) =0, u(t,1) =0 (conditions aux bords)
u(0,2) = f(x) (condition initiale).

L'idée consiste a chercher des solutions de la formig =) = z(t
variables”). L'équation aux dérivées partielles dewialorsz'(t)y(x) = z(

equivalent a
() _ y'(x) _

A(t)  yle)
(A est forcément constant, céft)/z(t) ne dépend que deety”(z)/y(z) seulement de). On est
alors conduit au probleme

y' =My, y(0) =0, y(1)=0 (4.1)

et a la questionpour quel\ ce probEme posade-t-il une solution non nulleRans ce cas partic-
ulier, il est facile de trouver la reponse. La solution gée dey” = \y este;eV + cye= VAT (si
A #£ 0). Donc, le probleme (4.1) possede une solution non nudéeseulement si

z(t) - y(x) (“séparation des
t)y"(x) ce qui est

_ Lo LN L VAL VA L VA L 2R
O—det<€\5 e\f/\>—e eVt =e V(1 —ev7).

Par conséquent, il faut qua/\ = 2kxi avec un entiek # 0, et donch = —k*72. La solution
non nulle de (4.1) est donnée patr) = sin(krx). Commee? est une solution de’ = Az, on
obtiente 7"t sin(kwz) comme solution de I'equation de la chaleur qui vérifie lesditions aux
bords. Par linéarité, on voit que

u(t,z) => cre ™ sin (k) 4.2)

k>1

est aussi une solution. Pour satisfaire la condition ileitfdz) = u(0,z) = >~ ¢ sin(k7rz), on
choisitc, comme coefficient de Fourier de la fonctigtr).
Pour un probleme plus général que I'équation de la cligfar exemple,

du 1 (8 ou
ot r(x)

() 5e) + ata)u) (4.3)

avec les conditions aux bordgt,0) = 0 (Dirichlet) et%(t, 1) = 0 (Neumann) et la condition
initiale u(0, ) = f(x), la “séparation des variables” donne

ZZ/((tt)) N 'r’(:c)ly(x) (<p(x>yl(x))l + q(x)y(:c)) = —\

Il faut alors étudier I'existence de solutions non nullegpdobleme

(p()y) + q(@)y + Ar(z)y(z) =0,  y(0)=0,  ¢'(1)=0.
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Formulation du probl éme de Sturm-Liouville.Considérons

Ly + Mry =0, By =0, Byy =0 (4.4)
ou
Ly = (p(=)y') + q(z)y p € C'([a,b]) etp(z) > 0 sura,b], ¢ € C°([a,b])
Biy = ay(a) + Bp(a)y'(a) o+ 8] >0
Byy = y(b) + p(b)y'(b) [v[+1[6] >0

et our(x) est continue et strictement positive gurb|. Le probleme consiste a chercher des
nombres complexes et des fonctions non nullegx), tels que (4.4) est vérifie. On appeNaine
valeur propreety(z) unefonction propredu probléeme de Sturm—Liouville. Le but est d’étudier les
valeurs propres et les fonctions propres et de montrersterce d’une infinité de valeurs propres
comme c’est le cas pour le probleme (4.1).

Théoreme 4.1 Les valeurs propres du prodine de Sturm—Liouville sont
e réelles (parce que le probine est auto-adjoint),
e simples (ca-d., les fonction propres forment un espace de dimengion

Démonstration.SoientA = \; + i\, une valeur propre e§ = y; + iy» une fonction propre
correspondante. Les parties réelles et imaginaires dgddnnent

Lyy +1(Myr — Aayz) = 0 Biy1 =0 By, =0
Lyg + T()\le + )\1y2) =0 Bly2 =0 Bgyz =0.
Comme le problemé, B;, B, est auto-adjoint, on a
0 = (Ly1,y2) — (Y1, Ly2)

= /abr(x)(—)\lyl(x) + Aaya() yz x)dx +/ )\2?/1 )+ Mya(x ))?/1(95) dx

= X\ /abr(a:) (yf(:z:) + y%(az)) dr.

Ceci demontre\, = 0, carr(x) > 0 surla, b] ety, + iys # 0.

Supposons que, pour unfixé, le probleme (4.4) possede deux solutions indéaetecu ()
etv(z). Alors, toutes les solutions dey + A\ry = 0 sont de la formey(z) = cyu(z) + cov(x)
et satisfontB,y = Byy = 0. Ceci est une contradiction, car on peut choigir), y'(a) tels que

ay(a) + Bp(a)y’(a) # 0. O

Une conséquence de ce théoreme est que les fonctioneprpeuvent étre choisies réelles.
En effet, siy = y; + iy, est une fonction propre pour une IR, y, ety, sont aussi des fonctions
propres poun. Elles sont donc linéairement dépendantes.

Théoreme 4.2 (orthogonalié des fonctions propres)Soity(x) une fonction propre pour la valeur
propre A et soitz(z) une fonction propre poug (1 # ). Alors,

/abr(x)y(x)z(x) dxr = 0.

Démonstration.Commey et z satisfont les conditions aux bords, on a

0= Ly, 2) — {y, L2) = My, 2) + ulyr) = (= N) [ rla)y(e)=(a) do

L'affirmation est alors une conséquencerdg . O
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Exemple 4.3 Pour le probleme
y'+ay=0 y(0)=0, y(1)=0

(voir (4.1)) les valeurs propres sokt = k%72 et les fonctions propres sopt(z) = sin(kwx). Le
Théoréme 4.2 est une généralisation de la relationdoenue

1
/ sin(kmzx) sin({nzx) dz = 0 Si k# /L.
0

IV.5 Theoreme de comparaison de Sturm

Nous allons démontrer qu’un probleme auto-adjoint pdegine infinité de valeurs proprgsqui
tendent verstoo.

Théoreme 5.1 (Sturm 1836)Considcerons les deukquations difrentielles

(p(x)y) + q(z)y = 0

/ O 5.1

B)7") + )7 = 0 o

(p(x), p(x) contiriment diférentiables et(x), g(x) continues) et supposons que
0<plz)<plx),  qlx) =2q(z)  surfab]. (5.2)

Si les solutiong(z), y(x) sont lintairement inépendantes et gi(x;) = y(z2) = 0 avecr; < s,
alors il existers € (z1,z2) tel queg(zs) = 0.

DémonstrationLes expressiong(x) etp(x)y’'(z) ne s'annulent pas en méme temps (SinErn =
0, ce qui n'est pas possible). On peut donc utiliser des coorées polaires

p(x)y'(x) = p(x) cosp(x),  y(z) = p(x)sinp(x)

ou p(x) > 0 sur[a, b]. On calcule les dérivées

(p(2)y'(x)) = p'(x)cos p(x) — p(x)¢'(x) sin p(z)
y'(z) = p'(x)sinp(z) + pla)¢'(z) cosp(z)
et, en utilisant (5.1), on obtient les équations difféielles suivantes:

1 1
!/ 2 .92 / .
¢ = —— cos” ¢ + q(x)sin” p, p = (——q(x))sinp cosp - p. (5.3)
p(z) (p(x) )
De la méme maniére on défiriitz), ¢(x) et on obtient des équations différentielles analogues.
Supposons maintenant que z, soient deux zéros consécutifs gler). Alors (x;) ety(xs)
sont des multiples entiers de De I'équation difféerentielle (5.3), on voit qug’(x;) > 0 et
¢'(z2) > 0. Donc, on peut supposer que

¢(r1) =0, o(r2) =, P(r1) €10, 7)

(on supposg(x;) > 0, sinon on multipliey(z) par—1). Lhypothése (5.2) nous donne l'inégalité
differentielle
1 1
= —— cos’ @+ q(z) sin?p > ) cos® @ + q(x) sin® @. (5.4)
p\x

() )

-~/

g~
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Commeg(xy) > ¢(xy), on en déduit (utiliser le Théoréme I11.5.2; pour étré@s, il faut sous-
traire une > 0 et considérer la limite — 0) que

plx) = p(x)

Dans le cas ou il existe, € (z1,x9) avecy(zg) > ¢(xp), on ap(z) >

x >z (Carg(z) > p(z) > ¢(z) ou@(x) est la solution de (5.3) aved(z) =

o(z9) = m, il existe alorses € (1, x2) avecp(xs) = m, c.-a-d.,y(x3) = 0.
Dans le cas contraire, on@x) = ¢(x) surlxy, z5]. Ceciimpliquep’(z) = ¢'(z) et

pour tout x € [z, z5].

o(x) pour tout
¢(xp)). Comme

1 1 ) _ 5
—— — —— ) cos” () + (g(x) — q(x)) sin” p(x) = 0.
(p(x) p@) () + ((z) — q(x)) sin® p(x)
Par I'hypothese (5.2) les deux termes s’annulent sépamem
1 1

—— cosp(x) = —— cosp(x), q(x)sin p(x) = q(x) sin p(x).
Sy CoSela) = s cosg(e), () sinp(e) = a(a)sin p(v)
On voit donc que(z) etp(x) sont solutions de la méme équation differentielle deyp= a(z)p.
On en déduit que(z) = Cp(z) ety(x) = Cy(z), ce qui est une contradiction. O

Exemple 5.2 Comme illustration pour la démonstration du théoreniessu, nous considérons le
probleme
(1 —0.8sin’2)y) — (z — Ay =0, y(0) =0, y(m) = 0. (5.5)

Fig. 5.1 (dessin de gauche) montre les solutions de I'équdifférentielle (5.5) avec pour valeurs
initialesy(0) = 0,¢'(0) = 1 et pour les valeurs = 2.1,2.1+4, 2.1+ 26, pourA = 4,4+39,4+64,
ainsi que poun = 6,6 + 64,6 + 126 (0 = 0.05). On peut observer que les racines de la solution
se déplacent vers la gauche (en direction de l'origine),csit.

Le dessin de droite montre les cing premieres fonctiongneodu probleme (5.5), normalisées
ay'(0) = 1. Les valeurs propres de ce probleme shth24, 3.6078, 6.0016, 9.3773, 13.7298,
19.053, 25.347, 32.609, 40.841, 50.041, . ..

i A=6 I
5- 5/ &
¢
—F ()

Figure 5.1: Solutions du probleme de Sturm—Liouville (Bxyde 5.2)

Théoreme 5.3 Considcerons le probdme

(p(x)y") + q(x)y + Ay =0,

y(0) =0,

y(1)

0,

(5.6)

ou p(x) est contiliment diférentiable et strictement positive siix, 1], et a ¢(x) est continue.
Alors, les valeurs propres et les fonctions propres satisfo
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les valeurs propres forment une suite infinje< Ay < Ay < ...,

la jeme fonction propreg;(x) pos&de exactementzéros dans l'intervalle ouver0, 1),

entre deux &ros cong&cutifs dey;(z) il y a un 2ro unique dey;1(x),
Si0< Ky <p(x) <Ky et Ly <q(z) <L sur[0,1], alors

—Ly + K1j*7® < \j < =Ly + Kyj°7?, (5.7)

en particulier,\; — oo pourj — oo.

Démonstration Notons pary(z, A) la solution de

(p)y) + (gz) + Ny =0,  y(0)=0, ¢ (0)=1 (5.8)

(on peut supposer la normalisatigii0) = 1 pour les fonctions propres). La fonctigfw, \) est de
classeC! (voir le paragraphe 111.8). Notons pgj()\) la jeme racine positive dg(x, A) = 0. Cette
racine est simple (a cause de 'unicité de la solution)ogicd; (\) est contindment différentiable
(par le theoreme des fonctions implicites).

a) Montrons d’abord quég;(\) est strictement décroissant

N+ AN <&(\)  pour AX> 0.

Lidée est d’appliquer le Théoreme 5.1 aveer) = p(z) et avecqg(x) et g(x) remplacés par
q(z) + N etq(x) + X + A\ respectivement. Enti@et; (\) il y a donc un zéro dg(z, A + AN),
c.-a-d. &1 (A + AX) < &(A). Entre& (M) eté&(A) il y a un autre zéro deg(x, A + AX), donc
52()\ + A)\) < 52()\), etc.

b) Comparons I'équation différentielle (5.8) aved¢,y” + (L1 + \)y = 0, donty(z) =

sin(z4/(L; + A)/ K1) est une solution. Si

Ly + )\ < K577,

le nombre de zéros dgx) dans(0, 1] est< j — 1. Par le Théoréme 5.1 de Sturm, le nombre de
zéros dey(z, A) dans(0, 1] est aussK j — 1 (argumenter par I'absurde).

c) Comparons encore aveC,y " + (Lo + A\)y = 0, ety(z) = sin(z/ (L2 + A)/K>). Si
Lo+ X\ > K2j271'2,

le nombre de zéros dg(z) dans(0,1) est> j. En échangeant les roles geet y dans le
Théoréme 5.1, on voit que le nombre de zérog(de \) dans(0, 1) est aussk j.

Les affirmations du theéoreme sont une conséquence elidectes trois propriétés. L'existence
d’une suite infinie de valeurs propres et I'estimation (Suiyent de (b) et (c). La monotonie de
¢;(\) implique les propriétés affirmées concernant des fonstpropres. |

Remarque.Sous les hypothéeses du Théoreme 5.3 les fonctions emgendrent tout I'espace
Ls([a,b]). Une série comme dans (4.2) nous permet donc de satiskagendition initiale pour
4.3).
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IV.6 Equations diff erentielles avec des singularés

Les vibrations transversales de la membrane d’'un tamboidéerites par I'equation des ondes

d%u

v = AAu pour (x,y) e et t>0, (6.1)

ouQ = {(z,y); »* + y* < 1}. La valeuru(t, z,y) représente le déplacement transversal d’un
point (z,y) de la membrane en fonction du temps. On suppdser,y) = 0 pour (z,y) € 0f
(la membrane est fixée au bord) et des valeurs initiales peurz,y) et 2%(0,z,y). Comme
dans le paragraphe V.4 pour I'équation de la chaleur, &pédsation des variablesi(t, z,y) =
T(t) - v(z,y) conduit &
T  Av
AT v

L'équation differentielle pouf’(¢) donne les oscillations en tempsuétr, ) doit satisfaire

= -\

Av+ X0 =0 sur

v =20 sur of2. (6.2)

Pour résoudre ce probleme sur le disquel est naturel d’introduire des coordonnées polaires
x = rcosp,y = rsinp et de considérer la fonctiomn(r, ¢) = v(x,y) = v(rcos g, rsinp). Un
calcul direct montre que le probléeme (6.2) devient

Pw 10w 1 0%w

_ _— _—— 2 p—
or? * ror + r2 0p? A w =0 (6-3)
ow ow

w(l, ) =0, w(r,0) = w(r,2m), %(7’, 0) = %(7’, 27), (6.4)

ou la limite lim, o w(r, ) est constante et indépendantegeUne deuxiéme “séparation des
variables™w(r, ) = a(r) - z(p) donne
7,,2&// _'_ Ta, + )\QT,QCL Z”

a z

La condition de périodicite(0) = z(2x), 2/(0) = 2/(27) implique queC' = n? avec un entien.
Les solutions pout(y) sont alorsz(¢) = ¢; cosny + ¢ sinng. Pour la fonctioru(r) on obtient
I'équation differentielle

r?a” +ra + (\*r* —n?)a=0 (6.5)

avec les conditions aux bords

0 sin>0
une valeur finie  sin = 0.

a(l)=0 et a(0) = {

%\ E %%5 AN 0 YL Ua Ao

Figure 6.1: Fonctions de Bessgl(x) (gauche)Jy(joxr) (droite)
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&5

D @

n=3, k=3, j=13.0152 n=3, k=4, j=16.2235

Figure 6.2: Fonctions propres (j,.r) cos ne du Laplacien sur le disque

Pour A # 0 la transformationz = A\r ety(xz) = a(r) élimine le parametre. de I'équation
differentielle et (6.5) deviertéquation de Bessel

22y + 2y + (22 —n®)y = 0. (6.6)

Nous allons démontrer plus tard dans ce paragraphe queéopitition differentielle possede une
solution.J,,(x) qui est bornée pour — 0 (on a.J,,(0) = 0 pourn > 0) et qui posséde une infinité
de zéros positifd < j.1 < Ju2 < Jnz < ... (voir la Fig.6.1 et 'Exercice 17). La fonction
a(r) = J,(jnxr) satisfait alors (6.5) avek = j,,, et aussi(1) = 0. Par conséquent,

I (JngT) COS NP et I (Jnper) sin N
sont des solutions de (6.2) (Fig. 6.2). Par superpositiomfaient la solution générale.

Une particularité de I'eéquation de Bessel (6.6) est qumkdficienta,(z) = x> dey” s'annule
en un point ou on s'intéresse a la solution.

Définition 6.1 Si I'équation differentielle est sous la forme
(= 20)*y" + (x — xo)p(x)y’ + q(a)y = 0, (6.7)

oup(x) etq(x) sont analytiques dans un voisinageidealors le point:, s’appellepoint singulier
régulierde I'equation différentielle.

Exemple 6.2 Le pointz = 0 est un point singulier réegulier de 'équation de Besseb)6Pour
I’ équation hypergometrique

r(1—2)y" + (c—(a+b+1)x)y —aby =0 (6.8)

les pointsr = 0 etz = 1 sont singuliers réguliers (multiplier 'équation paf(1 — x) pour voir
gue (6.8) est sous la forme (6.7) proche de I'origine).
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Pour résoudre (6.7), écrivons les fonctigiis), ¢(x) sous la forme d’'une série
2) = pilz—xof.  qla) =gl — ). (6.9)
5>0 >0

Sip(x) = py etq(x) = qo sSont constantes (équation de Cauchy, voir [HW95, Se8t) lbn trouve
des solutions de la formgz) = (z — x¢)* oUa(a — 1) + poa + go = 0. Ceci suggére de chercher
des solutions de (6.7) sous la forme

y(z) = (. — x0)* Y cj(x —x0) =D ¢j(x — o)™ avec ¢y # 0. (6.10)
Jj=0 720
On calcule les dérivées
V@)= Yl +a)e—mp @) = Yo+ a)+a— 1) - o

>0 >0

et on les insert dans I'equation différentielle (6.7). &&mparant les coefficients de — )"+,
on voit quey(z) de (6.10) est une solution de (6.7) si et seulement si potiktau0

clk+a)k+a—-1)+> ci(j+a)pe; + Zc]qk]—()

||M»

Cette relation peut étre écrite sous la forme

k-1

afk+a)+ Y ¢;((+ )y + aj) =0 (6.11)
7=0
avec
fla) = ala—1) + apo + qo. (6.12)

Pourk = 0 on obtientcy f(a) = 0 et doncf(«) = 0 (carcy # 0). Commef(a) est un polyndme
de degré&, on a en général deux choix possibles pour la valeur.de

Lemme 6.3 Soitc, arbitrairement don@ et supposons que
fla) =0 et  fla+k)#0 pourk=12....

Alors, la €rie Y, cx(z — z9)* avec les coefficients, donrés par (6.11), pogsie un rayon de
convergence> min(p,, p,), OU p, €tp, sont les rayons de convergence deses (6.9).

DémonstrationLe fait quef(a + k) est un polyndme de dege&enk et I'hypothésef (a+ k) # 0
pourk = 1,2, ... impliquent que

|f(a+ k)| > puk*  pourk=12,...
avec urnp > 0. Fixons maintenant up < min(p,, p,). On a alors
pil’ <M, et |glp) <M, pourj=1,2,...
et larelation (6.11) implique que po&r> 1

1 k—1 . - M k—1 -
el < 2z X lesl (17 + alMy + My )™ < 223 Jesl?
j=0 j=0

avec une constante > 1. Par récurrence suf, on en déduit que
lcx| < |eol MEM o™ pourk =1,2,...

(utiliser I'inégalité 1 + MZJ M= < kM), Ceci entraine que le rayon de convergence de la
serie)";>o cx(z — z)* est> p. |
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Sia; etay (avecRa; > Ray) sont les deux racinces de I'équatiffnr) = 0, la fonction
yi(x) = (x — 20)™ Y_ ¢j(an)(z — xo)
3>0

est une solution de (6.7), céifa; + k) # 0 pour toutk > 1. Nous avons noté les coefficientsde
(6.11) parc;(«) pour indiquer la dépendance du parametr€omment trouve-t-on une deuxieme
solution de (6.7) qui est linéairement indépendantg,de)?

Cas 1.Siay; — as & Z, on est sir qué(as + k) # 0 pourk > 1. Donc,
ya(a) = (x —20)** Y ¢j(a)(z — o)’
§>0
est une deuxieme solution de (6.7). Elle est indépendadmtg (x), car les termes dominants
possedent des puissances differentes.

Cas 2. Sia; —az = m € Z, on a quef(az +m) = 0 et la relation (6.11) ne permet pas de
calculerc,,. Inspirés par les équations de Cauchy6let x In z sont des solutions si est une
racine double du polyndme caractéristique, nous chechae deuxieme solution sous la forme

ya2(x) = Cyi(x) In(x — x¢) + (z — x0)™ Z dj(x — x0)’. (6.13)

Jj=0

Si I'on inserty,(z) dans I'équation difféerentielle (6.7), le terme avec lgddthme se simplifie et
on peut determinet; etC' par comparaison des mémes puissances dex,)*2 ",

Exemple 6.4 (Equation de Besselpppliquons cette procédure a I'equation de Bessel

22y + 2y + (22 —n?)y = 0, (6.14)

oun € IR,n > 0. Eninsérant (6.10) aveg = 0 dans (6.14) on obtient

ch(j +a)(j+a—1)z7 + ch(j + a)z? T+ (22 — n?) chxj+a =0.

j>0 j=>0 Jj=0

Une comparaison des coefficients donne

co(a(a - 1) +a-— n2) =0 (6.15)
cl((1+a)a+(1+oz) —nz) =0 (6.16)
G(+a)+a—1+(+a)—n’)+¢2=0. (6.17)

Commec, # 0, I'équation (6.15) implique? — n? = 0, c.-a-d.,o; = n eta, = —n. En utilisant
o? = n?, I'équation (6.16) devient; (2a. + 1) = 0 et on obtient:; = 0 a condition quey # —1/2
(supposons pour le moment que ceci est le cas). L'équdiaid)donne;-j(j+2a)+c;_o = 0. Le
fait quec; = 0 implique quer; = 0 pour toutj impair. Pourj = 2k on acyy,-4k(k+a)+cor—2 = 0
et on voit par récurrence que .

(1)

THRT ita)

sia # —1,-2,.... Avec le choixcy = (2°T(a + 1)), oul(a + 1) = [ e 2> dx est la
fonction gamma d’Euler (voir [HW95, Sect. 111.8]), la forih y(x) de (6.10) devient

a (—1)k N 2k
Jol) = (5) ,;k:!l“(oﬁrkﬂr 1) (E) ' (6.18)

Cok
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Cette fonction s’appelléonction de Bessal’indice . Avec I’interprétationﬁ = ﬁ =
F(;) = ... =0, elle est définie pour tout < IR. Le critere du quotient

‘ Co ‘:4(k+1)(k+1+a) — 00
Co(k+1)
montre que la série dans (6.18) converge pourtoatiR.

Par construction/, (z) et.J_,(x) sont des solutions de (6.14). PoutZ Z, n > 0 on a que
Jo(z) — 0etJ_,(z) — oo siz — 0. Les deux fonctions sont donc linéairement indépendagtte
la solution générale de (6.14) est donnée@af,(x) + CoJ_,(z).

Pourn € Z on a

J_n(z) = (—1)"Jp(2).

Cette formule est obtenue par un calcul direct:
. E —n (—]_)k z 2k o z —-n (_1)j+n z 2j+2n
Tonl@) = (2) glk:!(—n+k)! (2) - (2) j%%(j+n)!j!(2)

- (_1)n(§)”zﬂ (g)zj = (=1)"J,(x).

j>0 J' (n + J)'
Une deuxieme solution indépendante peut étre trouvée lansatz

Vo(z) = Clp(z)nz + 27> dja’

7>0
(voir I'équation (6.13)).
IV.7 EXxercices
1. Est-ce que le probleme
y" = h(z)
avec pour conditions aux limites périodique§d) = y(1), 3'(0) = ¢'(1) possede une solution
unique?
2. On considere le probleme
(a2(2)y') +ao(x)y = 0 (7.1)
ay(a) + By'(a) = 0 (7.2)
vy(b) +oy'(b) = 0 (7.3)

ol ap () est continueqs () est continiment differentiable et(x) # 0 pourz € [a, b].

(a) En utilisant le théoréme de Liouville, montrer que pdeux solutions:(z) etv(z) de (7.1) on
a

as(x) (u(x)v/(x) — v(x)u’(x)) = C = const. (7.4)

(b) Supposons que la solution de (7.1)-(7.3) soit uniqueotns paru(x) une solution de (7.1)
satisfaisant (7.2), et pafz) une solution de (7.1) satisfaisant (7.3). Montrer que |zfion de
Green est donnée par

1
G(z,t) = { i
C

ou C est la constante de (7.4).
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3. En utilisant le résultat de I'exercice précédentcekdr la fonction de Green de
zy’+y =0, y(l) =0, y2)=0,
y'+y =0, yla) =0, yb)=0.
4. Calculer la fonction de Green de
y' =0,  y(0)+2y(1) =0, 2y(0)+y(1) = 0.
Le résultat estG(z,t) = |[x — t|/2 + (x +1)/6 — 4/9.
5. Soit le probleme
as(@)y” + ai(x)y +ao(z) =0,  y(0) =0, y(0)=0
sur[0, 1]. Calculer le probleme adjoint.
6. Soit le probleme générale
Ly = aa(z)y" + a1(x)y’ + ao(x)y =0, Byy=0, By=0,

on suppose avoir existence et unicité de la solution. D&raoque pouty € C*([a, b]) satisfaisant
o(x) = 0 en dehors déa + ¢,b — €) avec ure > 0, on a que

b
| cnwr @ =)
Ceci est équivaleniLG; = J; dans le sens des distributions GY(z) = G(z,1).
7. On considere I'eéquation différentielle linéaireodire 4
y@ = h(z), zel0,1], (7.5)
et les conditions aux bords
Biy =0, By =0, By =0, Byy =0,

ou B;y est une combinaison linéaire g&n), v/(0), v”(0), ¥ (0), y(1), v'(1), ¥" (1), ¥"'(1). Etudier
I'existence et I'unicité des solutions. Sous I'hypothé&kexistence et d'unicité, demontrer gu'il existe
une unique fonction continu@(x, t) sur[0, 1] x [0, 1] (la fonction de Green) telle que la solution soit
donnée par

y(z) = /0 Gl h(t)dt

8. L'équation différentielle de la ligne élastique daipoutre est donnée par (7.5), lo{x) représente la
charge. Calculer la fonction de Green pour les situatioiastes:

(a) la poutre est fixée aux deux extrémités:

y(0) = ¢y'(0) =0,  y1) =y (1) =0.
(b) la poutre est librement posée aux deux extrémités:

y(0) = y"(0) =0,  y(1) =y"(1) = 0.
(c) la poutre est fixée a gauche, mais completement éiltheite:

y(0) = y'(0) =0, ¥'(1) =y"(1) = 0.

Résultat. G(z,t) est symétrique et pour< z on a
@ G(z,t) = (1 — 22)(3z — t — 2xt) /6,
(b) G(z,t) = t(1 —2)(2x — 2? —2)/6,
() G(xz,t) = t*(3z —t)/6.
9. Calculer les valeurs propres et les fonctions propregabigme

A
(@) +~y =0, y(1) =0, y@2)=0.
10. Calculer les valeurs propres et les fonctions proprgzolbieme

y' +y =0, y(0) =10, y1)=0
et montrer que les valeurs propres satisfofX, = 7/2 + kn + (8, avecs, — 0.



100 Equations diférentielles lircaires d’ordre 2

11. Transformation sous forme auto-adjointe. Considetapérateur
Ly = az(2)y” + a1(x)y" + ao(2)y,
ou lesa;(x) sont suffisamment différentiables sur l'intervalle caiése. Comment faut-il choisir
o(z) pour que la transformation = ¢(x)z nous conduise & un opérateur auto-adjoint?

12. Considérons
2

" cos® z COS T , ,
— = 0’ 0 = 0, == 0
l—l—cos%vy 1+coszxy v (0) y(m)

Montrer quey(z) = ¢ + cos x est une fonction propre pour la valeur propre- i.
Comment expliquer cette valeur propre complexe?
13. Résoudre par séparation des variables le probleme

ou  0%u

EZW—U, O<I’<1,t>0

ou _ Ou B (7.6)
ax(t’o) = ax(t’l) =0, t>0

u(0,2) = f(z), 0<z<l1

(la température d'une barre dont les extrémités sotéésomais qui échange de la chaleur en chaque
point avec le milieu extérieur).
14. Lopérateur difféerentiel
Ly = (p(2)y") +4q(x)y,  z€ (a,00)
(p € C(a, ) etp(x) > 0 sur(a,o0), ¢ € C%(a,0)), s'appelleoscillatoirg, si chaque solution non
nulle deLy = 0 possede une infinité de zéros déasoc). En utilisant le théoreme de comparaison
de Sturm, montrer qué est oscillatoire si et seulement si il existee solution non nulle ayant une
infinité de zéros dang:, co).
15. Déterminer les valeurs depour lesquelles I'opérateur
Y+ %y, a€R
est oscillatoire.
16. Démontrer que I'opérateur differentiel
Ly = y" + q(x)y
(a) estoscillatoire, si liminf, .. 22q(x) > 1/4;
(b) n’est pas oscillatoire, si limsup,_, ., 7%q(z) < 1/4.
Indication. Comparer 'opérateuk avec celui de I'Exercice 15.
17. Alaide dey = ¢(x)z transformer I'équation de Bessel
22y +xy + (2 —n?)y = 0
sous la forme” + ¢(z)z = 0. Montrer que I'equation de Bessel est oscillatoire pout to€ IR, et
calculer.J, (x) pourn = £1/2.

Résultat. Jyjo(x) = \/2/mwsinz, J_y5(x) = \/2/mx cos x.
18. Démontrer la formule de récurrence
Int1(x) — 2?an(gc) + Jp—1(z) = 0.
En utilisant 'Exercice 17, calculefs > ().
19. On considére I'équation hypergéométrique
z(1—2)y" +(c—(a+b+1)x)y —aby = 0.
Trouver une solution dans un voisinagexde- 0.
Le résultat est

F(z;a,b,c) = Z R

ou(a)y =ala+1)---(a+k+1).
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20. On considere I'équation differentielle
as(2)y” + a1 (2)y’ + ao(z)y = 0.

Pour étudier le comportement des solutions a l'infiniisgit la transformationv = 1/z, z(w) =
y(z). Démontrer quex est un point singulier régulier de I'equation hypergé&brgue. Est-ce aussi
vrai pour I'eéquation de Bessel?

21. Justifier I'ansatz (6.13) pour une deuxiéme solutiatependente si; — s = m € Z etm > 0.
Montrer I'existence de constantésetd; tels que (6.13) est une solution de I'équation differelti



Chapter V

Sous-varetes delR"

Dans ce chapitre nous donnons une application intéresdarthéoreme d’inversion locale (para-
graphe 1.7) et nous discutons la définition de sous-\esiée/R". Nous introduisons I'espace
tangent et des équations differentielles sur des soniétéa delR". Pour plus des détails, nous
référons aux livres [AMRS88] et [Ar74].

V.1 Théoreme du rang

Un changement des coordonnées peut étre tres utile @twdé des fonctions. Par exemple, si la

fonction f(z1, z») ne dépend que de + =3, il est naturel d’introduire des coordonnées polaires.

Le but de ce paragraphe est de chercher, pour une fongctiorfi(x) donnée, des coordonné&est

n ala place de ety, pour lesquelles la fonctiofi devient plus simple (par exemple linéaire).
Nous nous contentons d’étudier ce probleme localemedi;dc, prés d’'un point. Comme

un changement de coordonnées est equivalent a un migahisme, le probleme se pose de la

maniere suivante: soierft : R" — R™, a € R" etb = f(a) € IR™ donnés, chercher un

diffeomorphisme locap prés de: (£ = ¢(x)) et un diffeomorphisme locat pres dé (n = ¥ (y)),

tels quey o f o ! est “plus simple” dans un voisinage e IR".

Théoréme 1.1 (Tieoréme du rang) Soientf : IR" — IR™ de class&* (aveck > 1),a € IR" et
b = f(a). Les propositions suivantes s@guivalentes:

o il existe des difomorphismes locaux pres deu et prés deb (de class€*) tels que

(Yo fop ™) (&,....&) =(&,...,&,0,...,0)" pres det = 0; (1.1)

e le rang def’(z) est constant§gala r) dans un voisinage de

Démonstration.a) Supposons I'existence des diffeomorphismet ¢ tels que (1.1) est satisfait.
En dérivant (1.1) on obtient

YO F@ YO = (g o) (12)

ouz = ¢ 1(¢),y = f(x), I est la matrice identité de dimensienet les trois 0” sont tels
que la matrice (1.2) posséde la méme dimensionfjue. Les matricegy 1) (€) et/ (y) sont
inversibles pout = 0 ety = b, et donc aussi dans un voisinageet b, respectivement. Ceci
implique que le rang d¢’(x) est constant et égalra
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b) Considérons une fonctiofi pour laquelle le rang d¢’(a) estr. Aprés une éventuelle

permutation desq, . .., z, et/ou des, ..., v, ON peut supposer que la sous-matrice
f; r . .
A= < / (a)> est inversible. (1.3)
3%‘ i,j=1
Définissons alors I'applicatiof = ¢(x) par
N e filw, o w,) = b pourdi=1,...r
@z(x)—gz_{ Ti — a; pouri=r—+1,...,n. (1.4)

0 [

est inversible, (1.4) définit un diffeomorphisme locaépdea. Considérons la fonction(§) =
(f o e H(£), dont les premiéres composantes sont données pdE) = & + b;. Comme le
changement de coordonnées- £ ne change pas le rang, la matrice

/9= (e pee)

est de rang pour tout¢ dans un voisinage de= 0. DoncD(&) = 0 et la fonctiong(¢) ne dépend
que defy, ..., &,. Finalement, définissons I'applicatign= ¢ (y) par

yi — b; pour:=1,...,r
() = n: — , 1.
vily) =m { Yi — gi(yr = br, ... yr —0,)  pouri=r+1,....m. (1:9)
La matrice Jacobienne I
/ —

v =(, ;)
est inversible et (1.5) définit donc un diffeomorphismesligpreés deé. Par définition dep et), on
voit quew) o f o o~ est donnée par (1.1). i

Corollaire 1.2 (Théoreme de la submersion)Soit f : IR" — IR™ une submersion en € IR"
de class&’* (aveck > 1), c.-a-d., f'(a) est surjective (rang d¢’(a) estm). Alors, il existe un
difftomorphisme locap pres ded (de class&*) tel que

(fop)(r- . &) = fla) + (&, ... &))"

Démonstration.Dans la demonstration du Théoreme 1.1, il ne faut pae fdgr permutation des
y1,- - -, Ym €t la fonctiony est une simple translation. La fonctignde ce corollaire correspond a
o~ ! dans le Théoreme 1.1. O

Corollaire 1.3 (Théoreme de I'immersion) Soit f : IR" — IR™ une immersion en € R" de
classeC* (aveck > 1), c.-a-d., f'(a) est injective (rang def’(a) estn). Alors, il existe un
diffeomorphisme loca) pres deb = f(a) (de class€*) tel que

(o f)xy,...,20) = (z1,...,2,,0,...,0)7. (1.6)

Démonstration.On suppose (1.3) avec= n et on définit I'applicatiom = (y) implicitement
par
o fini, oo mn) pouri=1,...,n
yz_{fi(nl,...,nn)—m pouri=n-+1,...,m.
Comme la matrice Jacobienne de cette application est iblers est un diffeomorphisme local
pres de et il satisfait (1.6). |
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V.2 Definition des sous-varetes delR"”

Il'y a plusieurs manieres de décrire une sous-variggel(courbe, surface,) de IR".

Théoreme 2.1 Soit M # () un sous-ensemble d&", a € M, et soit) < r < n. Les propositions
suivantes sorgquivalentes:

() il existe un voisinagé/ C IR" dea et une application difrentiableg : U — IR"™" avec
g(a) = 0 etg’(a) surjective (une submersion) tels que

MnU =g (0);

(i) il existe un voisinagé/ C IR" dea, un voisinagel’ C IR" de0 et un diffomorphisme
p:V — Uavecy(0) = atels que

MNU = o((IR" x{0}) N V);

(iii) il existe un voisinage/ C IR" de a, un voisinagelV C IR" de 0 et une application
differentiablen : W — U avecn(0) = a etn/(0) injective (une immersion) tels que

MNU =n(W)
etn: W — MnNU estun horeBomorphisme.

Définition 2.2 Un ensembleM # () qui satisfait aux conditions du Théoréeme 2.1 pour tout
a € M s’appelle unesous-varéte (lisse) dansiR" de dimension- et de codimensiom — r.
L'applicationn s’appelle ungparanetrisation localede M pres deu.

Exemple 2.3 Considérons la surface de la sphére déispres du pole nord = (0,0,1)7. Elle
peut étre décrite par = 3, r = 2 et

g(z,y,2) =2 +y* + 2" — 1,

mais aussi parp(x,y,¢) = (z,y,v/1— 22 — 42 — ()T et parn(z,y) = ¢(z,y,0). Une autre
possibilité est de considérer des coordonnées splesiq

o(a, B, p) = (1 + p)sinacos B3, (1 + p)sinasin G, (1 + p) cosa)”
etn(a, B) = (e, 3,0).

Démonstration du Téoreme 2.1.Considérons l'injection canoniqueet la projection canonique
T

R - R xR = R

r = (x,0)

(Y1, 92) = Y2
Sans entrer dans les détails, nous donnons l'idée deMiawmi&ration.
(i) = (ii): Lethéoreme de la submersion (Corollaire 1.2) igpk I'existence d’un diffeomorphisme

local p tel que

(g © 90)(517 cee agn) = (§T+17 cee agn)T
(apres une permutation d&3. La conditiong(z) = 0 est alors équivalente@,; = ... =¢, =0

siz = p(&).
(i) = (i): Il suffit de prendreg = 7o 1.
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(i) = (ii): Le théoréeme de I'immersion (Corollaire 1.3) implig I'existence d’un diffeomorphisme
local tel que

(¢on)(€17"'7gr): (517---,§r,0,...,0)T.

Donc,z € n(W) estéquivalent&(z) € IR"x{0}. L'hypothese supplémentaire* W — MNU
est un homéomorphisme” exclut que, pour certains élésraam (11), la préimage soit loin de.
(ii) = (iii): On peut prendre; = p o j. O

Remarque On ne peut pas omettre I'hypothesge:“W — M NU est un homéomorphisme” dans
la caractérisation (iii) du Théoreme 2.1. Par exemgldphctionn(t) = ((1 + 0.1¢%) cost, (1 +
0.1¢?) sin t) est une immersion pour chagtenais I'imagen(IR) n’est pas une sous-variété i

a cause des croisements de la courbe (Fig. 2.1, gaucheheMidjectivité den(t) ne serait pas
suffisante comme le montre le dessin de droite de la Fig. 2.1.

O O

Figure 2.1: Sous-ensembles 8 qui ne sont pas des sous-variétés

Les sous-variétés de dimension= 0 sont des points discrets dafig’. Les sous-variétés
de dimension- = n sont des ouverts d&". Tout sous-espace linéaire ou affine B8 est une
sous-variété. Par contre, 'ensemble:, y) ; xy = 0} n’est pas une sous-variété @&. Prés de
I'origine, cet ensemble n’est pas diffeomorphe a unetdroi

Exemple 2.4 (tore de évolution) Considérons le cercler, z) = (d + pcos a, psin a) (avecO <
p < d) et tournons-le autour de I'axe Ceci donne la paramétrisation

(d+ pcosa)cos 3
n(a, )= | (d+ pcosa)sin 3
psin o

d’'un tore. On peut vérifier qug’(«, 3) est injective (c.-a-d., de
rang2) et quen est localement un homéomorphisme.

Exemple 2.5 (ruban de Mbbius) Considérons une tige de longueur
2 (paramétrisée par1 < t < 1) et tournons-la autour de son
centre et, en méme temps, deux fois plus vite autour d’unaaxe
distancel. Ceci donne la paramétrisation

(d + t cos av) cos 2
n(t,a) = | (d+ tcosa)sin2a
tsin o
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Exemple 2.6 (groupe orthogonal)L'ensemble
On)={X; XTXx =1}

est une sous-variété de dimenstam — 1)/2 de M,,(IR) = IR"™" (espace de toutes les matrices
de dimensiom). Pour voir ceci, considérons I'application

g: M,(R) — Sym (R) ~ R +1)/2

définie parg(X) = X7 X — I (le symboleSym), (IR) dénote I'espace des matrices symétriques de
dimensionr). On a bieny=1(0) = O(n). Il faut alors voir quey est une submersion en tout point
A € O(n). Ladeérivee dg(X) enAestg'(A)H = ATH + HT A. Pour une matrice symétriqus

le choix H = AB/2 montre que/’(A)H = B. Donc,¢'(A) : M,,(IR) — Sym,(IR) est surjective,
etO(n) est une sous-variété de codimensign + 1) /2.

V.3 Espace tangent

La tangente en un point d’une courbe dang:? ou IR" est une droite, c.-a-d., un espace affine.
En placant 'origine dans, cette tangente devient un espace linéaire. Le plan taegeim point

a d’'une surface est un espace de dimengiddn vecteur dans ce plan peut étre interprété comme
7'(0), ou~(t) est une courbe differentiable dans la surface qui satigf@) = a. Ceci motive la
définition suivante.

Définition 3.1 Soit M C IR" une sous-variété ete M. L'espace tangerd M ena est

g o . )
TaM:{he]R"; il existey : (—e,e) — IR" de class€" telle que }

v(t) € M pourt € (—¢,¢), v(0) =a ety (0) =h

Théoreme 3.2 Soit M C IR" une sous-vaét eta € M.
a) si M est donie par une submersign: U — R"" (c.-a-d., M N U = ¢~1(0)), alors
T,.M = Kerg'(a).
b) si M est donke par une paragtrisation, : W — IR" (c.-a-d., M N U = h(W)), alors

T,M = 1mn'(0).

Démonstration.a) Pour une courbe(t) avecg(v(t)) = 0 on a queg’(a)y'(0) = 0 et donc
T.M C Kerg'(a). En utilisant le theoreme de la submersion (Corollai3),1on peut voir que
pour chaqué: € Kerg'(a) il existe une courbe(t) dansM avecy(0) = a et+/(0) = h.

b) Soito(t) une courbe differentiable daB" satisfaisant(0) = 0. Alors v(t) = n(o(t))
est une courbe dan$! qui satisfaity’(0) = 7'(0)o’(0). Donc Imn'(0) C T, M. Cette fois, le
théoreme de I'immersion (Corollaire 1.3) implique qu'obtient toutes les courbegt) de cette
maniére. O
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V.4 Equations differentielles sur des sous-vaéites

Soity(t) une courbe difféerentiable a valeurs dans une sousteaki€ C /R" de dimension. Par
définition de I'espace tangent, la dérivgét) satisfaity’(t) € T,,,)M pour toutt.

Définition 4.1 On dit que
y = f(y) (4.1)

est uneéquation diférentielle sur la sous-vagie M, si f(y) € T, M pour touty € M. Une
solution est une fonctiop : I — M C IR" qui verifiey/(t) = f(y(t)) pour toutt € 1.

Pour étudier I'existence et l'unicité d’une solution, otilise une paramétrisation locale=
n(z) de la sous-variétd1 pres d’'une valeur initialg, € M, et on cherche une équation différentielle
pour z dansiR". Pour ceci, on définit(¢) pary(t) = n(z(t)) dans un voisinage de = 0 et on

obtient de (4.1) que
' (z(0)2(t) = f(n(=(1))),  2(0) =0.

Une multiplication pary(z)” et ensuite pafy/(z)77/(z)) " (cette matrice est inversible, cglx z)
est injective) donne I'eéquation difféerentielle pour

d=f(), ) =0T () ()T f((2). (4.2)

Si f est de class€! et sin est de class€?, la fonction f est de classé€' et on peut appliquer
la théorie locale du Chapitre Il (existence, unicité)). Dés qu’on a trouvé une solutiarit) de
(4.2), le fait quef(n(z)) € T, M = Imy'(z) implique quey(t) = n(z(t)) est une solution de
(4.12).

Exemple 4.2 Considérons le probleme

Yi=t1+ye -z =2y — 1z,  O0=yi+y;—1, (4.3)

ou la variable de controledoit étre déterminée afin qu’on obtienne une équatitiareintielle sur
la sous-varieteéM = {(y1,2); y? + v3 = 1}. En dérivant la relation algébrique dans (4.3), on
obtient

0= 20191 + 2yays = 247 + 2012 + 25 — 2(y7 + ¥3)2-
Ceci est la condition pour qui garantit que/’ € 7,,M pour touty € M.

Une application tres importante sont semes racaniques soumésdes liaisonsSupposons
que I'énergie cinétique saft(q, ¢) = 3¢” M4, 'énergie potentiellé/(¢) et que le mouvement soit
contraint par la relatiop(q) = 0 olig : IR* — IR™ (m < d). Les solutions du probléme variationel
J Ldt — min avec comme Lagrangien

L(g.q) =T(q,4) — U(q) — g(q)" A

décrivent le mouvement du systeme (sans demonstrati@s)equations d’EuIer-Lagran% —

jt(aq) 0 (Chapitre Il) donnent le systeme
qg =
My = —U'(q) — G(g)") (4.4)
0 = g(q)
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ouG(q) = ¢'(q). Toutes les solutions de ce systéme satisfdqt = 0, mais ausstz(q)v = 0 (la
dérivée totale de(¢(t)) = 0). Donc, elles sont des courbes dans la sous-variété

M ={(q,v); 9(q) =0, G(qJv =10} (4.5)

de IR*. |l faut encore déterminex pour que(q, v) € T4,5)M. Pour ceci, il faut que la dérivéee
totale deGG((¢(t))v(t) = 0 soit nulle:

0=g"(q)(v,v) + G(g)M(=U"(q) — G(q)"N). (4.6)

En supposan€&(q) M ~'G(q)" inversible, on peut calculex de cette relation et on obtient une
équation différentielle poufy, v) sur la sous-variéeta1.

Exemple 4.3 (pendule simple)Dans ce cas I'energie cinétique &t= 2:(i? + g?), I'énergie
potentielle est/ = mgy, eton alaliaisomy(z,y) = 1 (2% +y* —¢*) = 0. Le systéme (4.4) devient
alors

T =u, mi = — A

Y=, mo = —mg — yA
et on peut calculek de la relation
u? +v* — gy —m 2+ yHA = 0.

Exemple 4.4 (pendule double)Comme dans I'Exercice 45 du Chapitre Il nous avons

my . mso .
T = 7($f+yf)+7(u@§+y§), U = migyi + magys
et les liaisons
i +y; — =0, (g —21)* + (Yo —11)* — (3 = 0. (4.7)

Les équations du mouvement sont alors données par (esadhles équations (4.7) p2x

T = uy, mity = — 1\ + (22 — x1) Ao
To = Uy, Moty = - (372 - $1)>\2
Y1 = v, mi; = —mig — YA+ (Y2 — Y1) Ae
Y2 = vz, Maly = —Mag — (Y2 — Y1) Ao

Comme dans I'exemple précédent, on obtient\, de I'équation (4.6).

Observons que cette forme des équations du mouvementastdag plus simple que celle
obtenue dans I'Exercice 45 du Chapitre Ill pour les angles 5. La difference est encore plus
prononcée si le systeme mécanique est plus compliqué.

V.5 Exercices

1. Calculer le rang de la matrice jacobienne pour
1+ 22+ 23+ 24
f(x) = | 23+ 23+ 23 + 23
x:{’ + CE% + :U% + xi
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2. Soitf : R" — IR™ de classe&’!. Montrer que siang f'(a) = r, alorsrang f’(x) > r dans un
voisinage de.. Donner un exemple pour lequelng f'(a) = r etrang f'(z) > r pourx € U \ {a},
ou U est un voisinage de.

3. Soit A une matrice (avea colonnes etn lignes) de rang-. Montrer qu'il existe des matrices

inversiblesS et T telles que
I0
sar— (10). -

ou I est la matrice identité de dimension Calculer une deécomposition de la forme (5.1) pour la

matrice
1 -1 2
4= ( -2 2 -4 ) )

4. Pour les ensembles définis ci-dessous, décider si t@lesrsous-variétés ou non (faire un dessin si

possible):
{(t,t?) € IR? ; t € IR} {(t,t?) € IR? ; t > 0}
{(*,#%) e R*; t € R} {(t%,¢%) € R?; t # 0}
{(z,y) € R?; x>0,y > 0} {(z,y,2) e R®; 1 =y = 2 =0}

{(z,y,2) € R®; 2> +y% — 22 =1} {(z,y,2) € R®; 2® +y?> — 22 =0}
5. Donner une application differentiabje IR> — IR? telle que 'ensemble
M= {zeR; g(z) = 0}
est une sous-variété de dimension 1 d&fs maisg’(x) n’est surjective pour aucun poimte M.
6. Verifier que I'ensemblé(z, ) ; xy = 0} n'est pas une sous-variétée ¢, mais que
{(z,y); zy = 0} \ {(0,0)} est une sous-variété.
7. SoientX C IR" etY C IR™ deux sous-variétés. Montrer que le produit
XxY={(x,y) e R"xR";z € X, yeY}
est une sous-variété de8" x IR™, on I'appelle la variété produit.
8. Démontrer que I'ensemble
{(cost +2) cos At, (cost + 2) sin Mt,sint) € IR ; t € IR} (5.2)
est une sous-variété de* pour\ = 2/13 (voir le dessin).

Pour\ = /2 'ensemble (5.2) n’est pas une sous-variété
et il est partout dense dans le tore

{(cosu + 2) cos v, (cosu + 2) sinw,sinu)}.
Indication En utilisant des propriétés des fractions con-

tinues [HW95, Sect.l.6] montrer que I'ensembié +
kv2; 0,k € Z)} estdense dan®.
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